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Prefacio 


Las hipótesis simples son las que mayor examen requieren, porque 
son precisamente las que mayor oportunidad tienen de pasar des- 
apercibidas. 


Con la lógica se demuestra, pero es con la intuición que se descubre. 
La capacidad de crítica es buena, pero es mejor la capacidad de 
crear. La lógica enseña que por un camino que cumpla con tales 
condiciones estamos seguros de no encontrar obstáculos; pero no 
dice nada sobre si tal camino nos conducirá al destino deseado. Para 
esto es necesario ver desde la distancia, y la facultad que enseña 
a vislumbrar es la intuición. Sin ella un geómetra sería como un 
escritor con muy buena gramática, pero sin ideas. 


Henri Poincaré, 


Este libro está orientado a estudiantes (entre ellos los profesores, los estudiantes 
formales y/o aficionados) interesados en los sistemas dinámicos no lineales, 
los fractales y el caos. Aunque no hay ningún pre-requisito infranqueable, se 
supone un conocimiento básico de cálculo y algebra lineal, al nivel de los cursos 
estándares de pregrado de la mayoría de las universidades modernas. Además se 
requiere la voluntad de escalar por las cumbres empinadas de varios conceptos 
abstractos y aplicaciones difíciles. El ritmo inicia suave y se vuelve vertiginoso. 


Aunque el tratamiento matemático no es formal, hay un esfuerzo por el rigor. 
La intuición y la interpretación geométrica, o aplicada, juegan un papel muy 
importante que no se quiere dejar de lado. Todo lo contrario, se hace un esfuerzo 
deliberado por desarrollarlas. La presentación completa de algunas aplicaciones 
juega un papel importante en este texto que no necesariamente se encuentra 
en otros dedicados a los sistemas dinámicos en general. 
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XXVII PREFACIO 


No hay pretensiones de originalidad, más allá de la selección de los temas y los 
énfasis. Se usa material, ejemplos, figuras y ejercicios de diferentes fuentes. En 
cada caso se hace el esfuerzo por el crédito debido. 


Asumo el riesgo de que para los matemáticos este texto no sea ni completo, ni 
riguroso; y que para los ingenieros sea muy teórico. En general es difícil, sino 
imposible, cumplir con expectativas tan disímiles. Además este texto es tam- 
bién muy ambicioso en otro sentido. Quiere entender lo complejo y lo aleatorio. 
O por lo menos su origen. Pero también quiere desarrollar herramientas para 
hacer predicción para los sistemas que se han clasificado como impredecibles. 


Estas ideas tienen una historia extensa, entre la cual vale la pena resaltar 
la contribución de Henri Poincaré (1854-1912) quien desarrolló un conjunto 
de métodos novedosos para enfrentar los sistemas dinámicos, en particular la 
estabilidad del sistema solar y el famoso problema de los tres cuerpos. Con 
su trabajo inauguró varias ramas de las matemáticas modernas entre ellas el 
análisis global que estudia las propiedades geométricas del espacio de fase, la 
substitución de los métodos analíticos por topológicos, la noción de estabilidad 
estructural. Los filósofos han juzgado la utilidad de una teoría con el criterio de 
la habilidad de hacer predicciones o el ajuste entre los resultados experimen- 
tales y los modelos. Pero a partir de estos desarrollos se le exige a las teorías 
también la estabilidad, es decir, que si los modelos son perturbados ligeramente 
los resultados principales se deben mantener. 


Las preguntas sobre lo aleatorio tienen respuestas satisfactorias en la teoría 
de probabilidades. Que sin embargo requiere de axiomas. Feller [1968; p., 4] 
empieza diciendo, que cualquiera que sea el problema, antes de hablar de pro- 
babilidades debemos estar de acuerdo en un modelo ideal de un experimento 
conceptual. En casos elementales, como en los juegos de azar, tal modelo es 
fácilmente aceptado. Pero en situaciones más complejas ¿cómo justificamos 
estos axiomas? 


Se le ha atribuido a Laplace el uso de la distribución binomial, apoyado en la 
experiencia de que el sol ha alumbrado n días en el pasado y el presente, el 
cálculo de la probabilidad de que el sol saldrá mañana. Si ha salido n de n dias 
sucesivos en el pasado se puede calcular el valor medio de p, la probabilidad 
de que salga en cualquier día futuro, que es simplemente (n + 1)/(n +2). Este 
argumento parece estúpido, como muchos lo han indicado. ¿Por qué aplicar 
le probabilidades a un evento determinístico? Laplace trabajó en la frontera 
del conocimiento de los problemas dinámicos y astronómicos de la época, con 
innovaciones que aun están vigentes. Más aún, a Laplace también se le cali- 
fica como padre del determinismo extremo. Se le cita diciendo que dadas las 
condiciones iniciales y las fuerzas, usando la dinámica de Newton, es posible 
calcular el estado futuro, y también el pasado del universo. De alguna manera 
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el esfuerzo descrito por este texto se puede interpretar como un intento por 
re-interpretar el sentido en estos dos enfoques aparentemente contradictorios 
de Laplace. 


Empezamos con lo más simple. Una ecuación diferencial de una sola varia- 
ble. Pero somos ambiciosos, queremos comprender los temas más avanzados. 
En particular hay un esfuerzo por encontrar la base determinista del com- 
portamiento aleatorio y tomar provecho de ello. El caos aparece inicialmente 
como un resultado negativo, impredecibilidad, dependencia sensible a condicio- 
nes iniciales. Pero de allí se desprenden regularidades importantes, estructura 
geométricas, densidades invariantes, ley de grandes números, teoremas ergódi- 
cos. En particular la pregunta por el origen de la memoria infinita es uno los 
temas que guía este trabajo. Las motivaciones son aplicadas, pero no hay temor 
en incursionar en los terrenos teóricos necesarios. 
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Introducción 


De manera vaga, el interés es estudiar la dinámica asintótica de algo que cam- 
bia. Puede ser el clima, la intención de voto de un electorado particular, la 
concentración de un conjunto de reactivos en un experimento químico, la po- 
sición y velocidad de un conjunto de partículas. Aceptamos poder medir o 
describir el estado del sistema mediante un conjunto de variables, que llama- 
remos variables de estado del sistema. 


El conjunto de posibles estados lo denominamos Espacio de Fase. El cambio 
puede ocurrir de manera discreta, por etapas, o de manera continua. Veremos 
que aunque hay una diferencia importante desde el punto de vista técnico, tanto 
desde el punto de vista práctico como teórico tal diferencia no es substancial. 
Las transformaciones a las que se ve sometido el sistema pueden ser reversibles 
o irreversibles (simetría respecto a la transformación t ++ —t). En principio 
aceptamos ambas posibilidades. 


La Ley de Evolución que nos permite calcular los estados futuros a partir del 
estado actual es un dato importante del problema con que nos enfrentamos. 
Su determinación proviene de la disciplina específica que estudia el sistema en 
cuestión. De la meteorología si estudiamos el estado de la atmósfera en tiempos 
del orden de horas, de la química si el tema es reacciones, de la ecología si el 
interés es la evolución de la población de especies, de la hidrología si se trata 
del campo de precipitación, de la termodinámica si de la evolución de un gas 
en un pistón. En general el estado futuro del sistema depende de su estado 
presente, también puede depender del pasado reciente, e incluso del pasado 
remoto. Esto da origen al tema de la memoria del sistema, que puede ser finita 
o infinita. Este tema de la persistencia o memoria es uno de los que ilumina 
las principales preguntas que hacemos en este texto. 
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De hecho, la característica más significativa del estudio de los sistemas dinámi- 
cos es la pregunta por el comportamiento asintótico, por el comportamiento del 
sistema cuando el tiempo tiende a infinito. En este sentido el interés es diferente 
al del estudio de las ecuaciones diferenciales, que buscan métodos de solución. 
Aunque no se descartan cuando existen, para la gran mayoría de problemas no 
hay manera explícita de expresar su solución y se puede aprender mucho del 
estudio asintótico y cualitativo de las soluciones. La justificación de la mirada 
al tiempo infinito es además práctica, los sistemas naturales se iniciaron hace 
un buen rato y en cualquier caso sólo hay que tener algo de paciencia para que 
los comportamientos asintóticos se establezcan. 


Las variables de estado las representaremos en general por un vector, digamos 
Z, es decir mediante una lista finita de componentes, Z = [21,...,2n]. En 
este texto no trataremos el caso en el cual se requiere un infinito, contable 
o no contable (un continuo) de variables para describir el estado del sistema. 
Puesto que el sistema es dinámico, es claro que Z depende del tiempo, lo cual se 
puede representar mediante Z = Z(t), aunque por comodidad de escritura no 
siempre se hará explícita dicha dependencia. Igualmente, en general, el estado 
del sistema en el futuro depende también del estado presente. Por tal razón es 
conveniente modificar la representación anterior y en cambio usar la llamada 
nomenclatura de flujo en la cual se denota el estado inicial por X, y el estado 
del sistema en el tiempo t, dado tal estado inicial como 


Z(t) = F(X,t) = ¿(X). 


F y ( se usan aquí para representar la dependencia funcional de una manera 
genérica. El papel de t en la nomenclatura de la última igualdad no es el de 
un exponente, más adelante esto se aclara. No es obvio, pero hacer explícita la 
dependencia del sistema de su condición inicial va a resultar importante. 


Una de las primeras condiciones que cumplen la mayoría de los sistemas que 
vamos a estudiar es que obedecen a una ley de evolución determinista, es decir 
que satisfacen la propiedad llamada de semigrupo: si p*(X) = F(X, t), entonces 


F(X,t+s)=F(p(X), s), 
es decir 
paste = pt $ e. 


En palabras, el estado del sistema en el tiempo t + s, dada la condición inicial 
X es igual al estado del sistema en el tiempo s, dada la condición inicial y'(X). 


En el caso continuo, la evolución del sistema dinámico se representa por un 


sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias, 


der o. 

de —= 41 = Trias Ek) 

dx . 

PT == E E 
Para un instante dado t, una solución de este sistema se puede interpretar co- 
mo un punto en el espacio n-dimensional con coordenadas (x1(t),...,zp(t)); a 


medida que el tiempo cambia, este punto describe una trayectoria. Se inicia por 
el caso unidimensional más simple, y sólo alcanzamos a cubrir casos de dimen- 
sión pequeña. Aunque el objetivo de la mayoría de temas aplicados es el caso 
con n substancialmente grande, del orden de decenas o centenas de miles. Por 
otro lado, como se verá, un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden 
sirve para representar de una manera elemental cualquier ecuación diferencial 
de orden mayor. 


No sobra repetir que este sistema de ecuaciones necesita condiciones iniciales 
para quedar completamente definido. Esto es un requerimiento por ejemplo de 
los teoremas de existencia y unicidad de las soluciones. Pero como se indicó, 
el hacer explícita la dependencia de la solución a la condición inicial se ge- 
neraliza el problema y simultáneamente se estudia el conjunto de soluciones 
correspondientes a diferentes condiciones iniciales. 


Bajo esta interpretación el sistema de ecuaciones da origen a un campo vec- 
torial, es decir a cada punto del espacio n-dimensional se le asigna un vector, 
cuyas componentes son las derivadas. El nombre de flujo tiene sentido, porque 
este vector se puede pensar como una velocidad. 


También resulta muy revelador el estudio sistemático de la dependencia pa- 
ramétrica del sistema de ecuaciones. En muchos campos aplicados, los sistemas 
dinámicos dependen además de un parámetro, que no es una de las variables 
dependientes, pero que puede tener influencia importante. El ejemplo típico 
es el número de Reynolds en la mecánica de fluidos. Para valores bajos los 
flujos son suaves, laminares, pero a medida que se incrementa el parámetro se 
produce un cambio de régimen, aparece la turbulencia, el fujo se desorganiza. 


Tales cambios cualitativos de las soluciones en función de un parámetro ocu- 
rren en mucho otros campos. Por ejemplo una columna puede dar origen al 
fenómeno de pandeo, cuando la carga axial supera un determinado valor. En 
termodinámica se presentan cambios de fase en función de los cambios de tem- 
peratura y/o presión. 

Si denominamos por y el parámetro en cuestión, se puede representar esta 
dependencia mediante Z(t) = F(X,t; 1) = p*(X; 1). Los cambios que se pre- 
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sentan en el comportamiento cualitativo del sistema dinámico en función de 
pi se conocen como teoría de bifurcaciones, la que representa una contribución 
significativa al entendimiento de la dinámica. 


Antes de entrar de lleno al tema, es conveniente en esta introducción reiterar 
que el modelo de un sistema de ecuaciones diferenciales no es ni el único, ni 
necesariamente el más general. También cabe el caso discreto, en el cual la 
evolución se representa mediante la aplicación iterativa de un mapa, digamos 
g, y el tiempo lo expresamos mediante la variable k, 


Z(0) = X 
Z(1) = gdX) 


Z(k) = y(Z(k- 1) =9"(X) 


Aquí es explícito el uso del superíndice para representar la composición de fun- 
ciones. El término mapa se está empleando para denotar funciones del espacio 
de fase en sí mismo, más adelante a estas funciones se les imponen condiciones 
particulares. 


La solución numérica de los sistemas de ecuaciones diferenciales, sean ordina- 
rias O parciales, finalmente se puede representar bajo el esquema anterior, con 
el tiempo discretizado en unidades de At, que para simplificar la nomenclatura 
se toma como la unidad de tiempo. Igualmente, la discretización espacial de las 
ecuaciones diferenciales parciales da origen a que cada una de las variables de- 
pendientes se trate como un vector con un número grande de componentes. El 
mapa g queda determinado por el tipo particular de ecuación diferencial y por 
los esquemas de discretización usados en las soluciones, sea diferencias finitas 
o elementos finitos. Actualmente, todos los sistemas dinámicos se resuelven en 
computadores usando tales aproximaciones. Además de este importante papel 
en las aplicaciones, el estudio de los mapas iterativos tiene justificación propia. 


Por último un breve comentario sobre el origen de la complejidad. Como se 
podrá apreciar a plenitud cuando se desarrolle la teoría, la complejidad no 
proviene solamente del tamaño del problema, representado por n. En el caso 
de ecuaciones diferenciales, se tiene suficiente complejidad para n = 3, en el 
caso de los mapas iterados incluso con n = 1. En buena medida el esfuerzo 
está orientado a identificar las causas de la complejidad. 


Flujos en una Dimensión 


Las fuentes principales de este capítulo son Strogatz [1994] y Logan [2004], que 
se recomiendan y usaremos en casi todas partes. La exposición procede de lo 
simple a lo complejo. Simplemente, si no se entiende lo fácil, es inútil abordar 
lo difícil. 


2.1. Análisis Cualitativo 


2.1.1. Enfoque Geométrico 


La interpretación geométrica de una ecuación diferencial, + = f(x), como un 
campo vectorial ayuda bastante en la comprensión. Si interpretamos a x como 
la posición de una partícula, y a 1 como su velocidad, la gráfica de £ vs. x 
representa un campo vectorial, para cada valor de x se tiene un vector q. Este 
vector se puede pensar como una velocidad. Esto da origen a un flujo. Una 
partícula ubicada en la posición x tiene velocidad 2. El carácter vectorial de 
í viene de su magnitud y dirección, que en una dimensión depende del signo. 
Para dimensiones mayores la interpretación vectorial es más evidente. 


Un ejemplo ayuda a explicar estas ideas. La ecuación no lineal + = sen x, puede 
resolverse fácilmente por separación de variables e integración para obtener t = 
— In | esc x+cotx|+C. Si en t =0, x = xy la constante C' se puede determinar, 


. Las 
preguntas que nos interesan son del tipo: ¿suponga ty = 7/4, cuáles son las 
principales características cualitativas de x(t)? En particular, ¿qué pasa cuando 
t > 00? 


Csc 1QHCOt LO 


C = In|escxo + cot xo] y por tanto la solución es ¿ = ln Hna 
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Figura 2.1: Campo vectorial para í = sen x. 


A pesar de tener la solución explícita, la respuesta a estas preguntas no es 
directa. Se puede decir mucho más de la interpretación geométrica. La Figura 
2.1 ilustra el campo vectorial. La velocidad está representada por flechas, que 
apuntan a la derecha si 2 > 0, y a la izquierda si x < 0. Para algunos valores 
de x, la velocidad es máxima y positiva, a medida que la partícula se desplaza 
a la derecha, la velocidad disminuye y eventualmente es cero. Igual se puede 
analizar el caso de los valores de x para los cuales la velocidad es negativa, o 
positiva pero inferior al máximo. En el caso £ = 0, la velocidad es cero. Por 
tanto, si una partícula inicia en un valor de x para el cual x = O, permanece 
allí. Dichos punto se llaman puntos fijos. En la figura están representados 
por puntos gruesos. Puede observarse que las flechas convergen a los puntos 
negros, mientras que en los puntos blancos las flechas divergen. Una partícula 
muy cercana a un punto blanco, se aleja de él, independientemente si está a 
su izquierda o a su derecha. Á estos puntos fijos los llamamos inestables. 
Mientras una partícula muy cercana a un punto negro, tiene la tendencia a 
acercarse, por tal razón son llamados puntos fijos estables. otra terminología 
para los puntos fijos estables es atractor, o sumidero. Para los inestables los 
términos son fuentes o repelentes. 


> ly 


Figura 2.2: Solución de + = sen x, para la condición inicial xy = 7/4 


La Figura 2.2 ilustra la solución para la condición inicial mencionada en la 
pregunta de arriba. Como puede verse mirando simultáneamente las Figura 2.1 
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y 2.2, para 1 = 7/4, la velocidad es positiva, luego x crece con el tiempo. A 
medida que crece la velocidad aumenta, hasta un valor para el cual la velocidad 
es máxima, que corresponde a » = 1/2. Por lo tanto entre esos dos puntos 
la curvatura es positiva. En este último la curvatura se anula, la velocidad 
ni aumenta ni disminuye, aunque sigue siendo positiva. Luego la partícula 
continúa moviéndose a la derecha, pero la velocidad empieza a disminuir, la 
curvatura es entonces negativa. Eventualmente llega al punto x = T, para el 
cual ¿+ = 0. Análisis semejante se puede hacer al caso de otras condiciones 
iniciales, que se ilustra en la Figura 2.3. 

El ejemplo ilustra el concepto del análisis cualitativo. Aunque en general no 
se obtiene información cuantitativa precisa, si se puede obtener un análisis 
cualitativo útil. En particular es bastante claro qué pasa cuando t > 00. 


Figura 2.3: 7 = sen x, con distintas condiciones iniciales 


2.1.2. Puntos Fijos 


El análisis anterior se puede extender a cualquier ecuación de una dimensión 
z= f(x). Se grafica f(x) y se procede a trazar el campo vectorial. Por ejemplo 
en la Figura 2.4, se representa el caso f(x) = 1? — 1. Los puntos fijos corres- 
ponden a las soluciones de f(1*) = 0, que en este caso son 1* = +1. A la 
izquierda de  =—1 la función f es positiva, luego el flujo es hacia la derecha. 
En —1 < zx <l se tiene f negativa y el flujo es hacia la izquierda. A la derecha 
de  = 1 nuevamente la función es positiva y el flujo es hacia la derecha. En 
la Figura 2.4 esto se representa con las flechas y los puntos fijos con los pun- 
tos gruesos. La estabilidad se obtiene de analizar pequeñas perturbaciones al 
rededor de los puntos de equilibrio. 
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fo=é-1 


Figura 2.4: £ = 1? —1 


y=c0sx 


Figura 2.5: L = 3 — COS L 


Es posible que la gráfica de la función f(x) no sea tan simple, pero se pueden 
usar varias técnicas para simplificar. Por ejemplo, el caso x = f(x) =x—cos zx 
se ilustra en la Figura 2.5. De forma independiente se representan las gráfica 
y =cosw y y = 1. Cuando la primera está por encima f(x) < 0, la partícula 
imaginaria en el espacio de fase se desplaza a la izquierda. El punto de corte 
de las dos gráficas corresponde al punto de equilibrio x*, y a la derecha de este 
punto la segunda gráfica está por encima de la primera, por tanto f(x) > 0 
y la partícula se desplaza hacia la derecha. A partir de este análisis es fácil 
trazar la solución partiendo de cualquier punto inicial. El punto de equilibrio 
x* es inestable. Soluciones que empiecen en xy < x* tienden a menos infinito. 
Soluciones que empiecen a en xy > x* tienden a mas infinito. Si 1y = x* la 
solución es x(t) = x* para todo t. Pero por la inestabilidad, la condición inicial 
tiene que ser exacta, no puede tener los errores inherentes al mundo real. 
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Tasa de Crecimiento 


Figura 2.6: Tasa de crecimiento y capacidad de soporte 


2.1.3. Crecimiento Demográfico 


Un modelo aplicado interesante en varias áreas del conocimiento se refiere a la 
dinámica poblacional. Para iniciar con lo más simple, sea N(t) la población de 
alguna especie en el tiempo t. El modelo de crecimiento lineal asume una tasa 
de crecimiento proporcional a la población, con constante de proporcionalidad 
r > 0. Es decir, N = r N. El crecimiento proporcional a la población puede jus- 
tificarse si no hay agotamiento de recursos, ni competencia con otras especies. 
El modelo únicamente incorpora la reproducción, a mayor población mayores 
descendientes. La constante r, representa la tasa de crecimiento. Para el caso 
r < 0 realmente representa un decrecimiento. El modelo se integra fácilmente 
a N(t) = Nge”*, es decir un crecimiento (decrecimiento) exponencial. 


Sin embargo, los biólogos o demógrafos señalan que tal modelo no es aplicable 
sino bajo ciertas circunstancias, en particular la existencia de recursos limitados 
y/o una posible sobre-población pueden conducir a que la tasa de crecimiento 
no sea constante. Para valores bajos de la población se puede aceptar una tasa 
aproximadamente constante, pero a medida que la población crece, la tasa 
tiende a disminuir, como lo ilustra la Figura 2.6. Eventualmente, la tasa se 
hace nula y posteriormente negativa. El valor de la población para el cual la 
tasa se hace O se conoce como capacidad de carga, K. Una manera de modelar 
estas ideas es asumir una variación lineal de la tasa de crecimiento per cápita, 
NÑ /N, con N como se ilustra en la Figura 2.7. Esto se conoce como la ecuación 
logística, 

N=rxq- Y) (2.1) 

r K? : 

Esta ecuación se planteó por primera vez en 1838 por Verhulst para describir 
el crecimiento de la población humana. La solución es elemental, pero como el 


énfasis de este enfoque no es en los métodos de solución de ecuaciones diferen- 
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Tasa de Crecimiento 


Figura 2.7: Modelo Lineal, tasa de crecimiento 


ciales sino en el análisis de la dinámica directamente de la ecuación usaremos 
el enfoque geométrico. En concordancia con el carácter aplicado, el análisis se 
limita a valores positivos de la población. Nuestro método hasta ahora ha sido 
la representación gráfica de N contra N, Figura 2.8. Los puntos fijos, aquellos 
para los cuales N = 0, son N =0 y N = K. Si la población inicial es alguno de 
estos dos valores, no cambiará para cualquier valor del tiempo, lo que justifica 
el nombre de punto fijo. Entre los dos valores, la tasa de crecimiento es positi- 
vo, lo que se representa con la flecha hacia la derecha. Para valores mayores de 
N = K, la tasa es negativa, lo que se representa con la flecha hacia la izquierda. 
Se aprecia de la figura que XK es un punto fijo atractor, valores cercanos, tanto 
mayores como menores tienden a acercarse a K. Por eso el círculo lleno. Por 
el contrario, el origen es un punto fijo repelente, los valores cercanos tienden a 
alejarse de él. Incluso es posible definir la forma cualitativa de las soluciones, 
la forma de la parábola indica que la tasa de crecimiento crece a la izquierda 
del máximo en K/2, y decrece a la derecha. Con esta información podemos 
delinear un conjunto de soluciones en la Figura 2.9. En particular, la solución 
tiene forma de S, también llamada curva sigmoidea cuando N(0) < K/2. 


El modelo logístico tiene sus limitaciones. La forma precisa de representar la 
variación de la tasa de crecimiento no debe tomarse como una regla, sino como 
una manera simple de representar observaciones. Como sucede a menudo con 
el éxito alcanzado en las primeras aplicaciones, se sobre valoró y el modelo se 
pretendió presentar como un modelo universal, aplicable a cualquier población 
[Pearl, 1927]. Una revisión crítica de estos modelos se puede consultar en Krebs 
[1972]. El modelo trabaja bien para colonias de bacterias, levadura y otros 
organismos en los cuales hay un suministro constante de alimentos, ausencia 
de predadores y un ambiente constante. Para otros organismos más complejos, 
que involucran reproducción con huevos, desarrollo en larvas, pupas y adultos 
y/o interacciones con el medio ambiente los resultados no son tan buenos. Otros 
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Figura 2.8: Ecuación Logística, N =rN(1— N/K) 


Figura 2.9: Ecuación Logística, diferentes condiciones iniciales 


trabajos importantes en esta área son Pielou [1969]; May and McLean [2007]; 
Murray [2008]. 


2.1.4. Análisis Lineal de Estabilidad 


La aproximación de primer orden de la serie de Taylor de la función f permite 
analizar lo que sucede con perturbaciones al rededor de los puntos fijos. Esto 
se conoce como análisis lineal de estabilidad porque la aproximación incorpora 
sólo los términos lineales. Sea x* un punto fijo de += f(x), es decir f(x*) =0. 
Denotemos por n(t) = x(t) — x* las perturbaciones respecto al punto fijo. 
Claramente, las perturbaciones crecen o decaen según el signo de Y = 1 = 
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— 


Í (a) 


Figura 2.10: Ejemplos gráficos de análisis de estabilidad. Estable: + = —«x?, 
arriba izquierda. Inestable: 4 = x*, arriba derecha. Semiestable: ¿ = a?, abajo 
izquierda. Indiferente: + = 0, abajo derecha 


F(x* + 1). Si usamos la serie de Taylor!, 


Hat+m =f(0) +9 (2) + 0(17), 


se ve que cuando f'(1*) 4 0, la solución de la ecuación lineal y = nf'(x*) 
define la estabilidad del sistema original. Habrá crecimiento exponencial de las 
perturbaciones si la constante f'(1*) es positiva y decaimiento si f'(1*) < 0. 
La aproximación es suficiente si f'(x*) 4 0. En el caso f'(x*) = 0 los términos 
no lineales no son despreciables, la aproximación no es suficiente y se requiere 
un análisis adicional. Más adelante, en la Secciones 3.2.1 y 9.3 este resultado 
se formula en términos precisos, tanto para las ecuaciones diferenciales como 
para los mapas. Note que 1/f'(x*) es una escala de tiempo característica. 


La Figura 2.10 ilustra algunos casos típicos de estabilidad que aunque artifi- 
ciales aparecen naturalmente en el contexto del estudio de las bifurcaciones. 


lLa nomenclatura siguiente merece explicación. Suponga que u y v dependen de un 
parámetro x= que tiende a un límite, digamos a. Se dice que u = O(u), y se lee que u es 
del mismo orden que v, si en el límite u/v permanece acotado. Se dice que u es de orden 
menor que v y se escribe u = o(u), si u/v —> 0. Por último, se dice que u = u si u/v > 1. 
Para el caso de la serie de Taylor, el límite es cuando y tiende a cero. Con esta nomenclatura 
la aproximación de primer orden se puede escribir como una igualdad. 
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1/3. con condición inicial xy = 0, no 


3/2 


Figura 2.11: Unicidad? La ecuación += x 
tiene solución única, dos posibles soluciones son 21 (t) = 0, y xa(t) = (2t/3) 
y hay más. 


2.1.5. Existencia y Unicidad 


Hasta ahora no se ha considerado el tema de la existencia y unicidad. Desde el 
punto de vista aplicado es común obviar esta preocupación, lo cual casi siempre 
es justificado, o mejor, se puede justificar a posteriori. Sin embargo, no faltan 
los casos especiales. De ellos se puede aprender bastante tanto desde el punto 
de vista teórico, como aplicado. Considere el caso con múltiples soluciones 
i = x1/% y condición inicial xy = 0, representado en la Figura 2.11. Según 
nuestro método geométrico el origen es inestable. Además, según el criterio de 
estabilidad lineal, f'(0) = oo, es decir es muy inestable. El siguiente teorema 
precisa condiciones suficientes de existencia y unicidad, que claramente no se 
cumplen en este ejemplo. 


Teorema 2.1.1. £l problema de valores iniciales 


tiene una única solución en un intervalo abierto (—T,T), si tanto f como f' 
son continuas en un intervalo abierto que contiene a Ly 


El teorema no garantiza la existencia de solución para todo t. El ejemplo + = 
1 + 2?, con condición inicial (0) = 0, cuya solución fácilmente se muestra que 
es 1(t) = tan(t), ilustra este caso. La solución sólo existe para —7/2 <t < 7/2. 
En los extremos de tal intervalo la solución tiende a +00, y por fuera de tal 
intervalo no hay solución. Esto se conoce como explosión, el sistema alcanza 


valores infinitos en un tiempo finito. 
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Este teorema no es el más general, se pueden considerar casos en los que la 
función f dependa también de la variable independiente t, o se pueden rebajar 
las exigencias sobre f. 


2.2. Bifurcaciones 


Tal como se desprende de la sección anterior, la dinámica de los campos vec- 
toriales en una dimensión es bastante simple. Todas las soluciones o tienden a 
un punto fijo o van a +00. Dado este comportamiento casi trivial, no parece 
justificado haber iniciado considerando el caso unidimensional. Sin embargo se 
justifica, no sólo por la facilidad para explicar la representación geométrica, los 
puntos fijos y la estabilidad; sino además por el análisis de las bifurcaciones 
que proviene del estudio de la dependencia de parámetros, el carácter cuali- 
tativo de los flujos cambia a medida que cambian los parámetros. Además, 
este comportamiento juega un papel importante en el caso general de flujos 
de dimensión mayor. En varios campos de las ciencias las bifurcaciones son 
modelos que explican transiciones e inestabilidades que resultan del cambio de 
parámetros de control. En esta sección se presentan los casos típicos mediante 
ejemplos. En la sección siguiente se profundiza sobre la explicación matemática 
de estos cambios de comportamiento en función de los parámetros y se justifica 
la clasificación. Veremos que las bifurcaciones se presentan únicamente cuando 
se crean, se destruyen, colisionan o cambia la estabilidad de los puntos críticos. 


2.2.1. Bifurcación de Ensilladura 


La bifurcación de ensilladura o de punto de silla es el mecanismo básico por el 
cual se crean y destruyen puntos fijos. A medida que un parámetro cambia dos 
puntos fijos se acercan, chocan y se aniquilan mutuamente. El ejemplo típico 
es + = 1? + r, donde r es un parámetro que puede ser positivo, negativo o 
cero, ver Figura 2.12. Cuando r es negativo, hay dos puntos fijos, uno estable, 
—y/=r, y otro inestable, y—r. Cuando r es cero, sólo el origen es punto fijo. 
El método geométrico nos indica que es semiestable, atrae puntos cercanos a 
la izquierda de él, pero repele puntos cercanos a su derecha. Cuando r > 0 no 
hay puntos fijos, el flujo tiende a oo. La Figura 2.13 representa la dependencia 
de los puntos fijos en función del parámetro r. Como el comportamiento del 
flujo cambia drásticamente en el punto r = 0 se dice que este sistema tiene una 
bifurcación para este valor particular del parámetro. 

Cuando miremos el caso con dimensión mayor a uno, la razón del nombre 
será más evidente. Conviene advertir que algunos usan otras terminologías para 
este caso, bien sea bifurcación de doblado, o bifurcación de punto de quiebre. 
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A 
a ” ox > > 


(a) r<0 (b) r=0 (0) r>0 


Figura 2.12: Bifurcación de punto de silla, 4 = 7 + q? 


Inestable . _ 


Estable - 


Figura 2.13: Diagrama de bifurcación para el sistema 4 = r +27. El eje vertical 
representa los puntos fijos y el eje horizontal el parámetro r. La línea punteada 
significa puntos fijos inestables, la línea continua puntos fijos estables. 


Incluso se ha usado el nombre de bifurcación caída del cielo, porque si se mira 
el diagrama iniciando para valores grandes y positivos de r, no hay puntos 
fijos, a medida que se disminuye el parámetro se llega a un punto, el punto de 
bifurcación, en el cual súbitamente aparece primero un punto fijo semiestable 
y luego dos puntos fijos, que salen de la nada, caídos del cielo. Mirada en esta 
dirección el uso de la palabra bifurcación tiene más sentido. Un punto fijo se 
convierte en dos a medida que cambia el parámetro, aparecen dos ramas. 


El siguiente ejemplo aporta en la interpretación de la bifurcación de ensilladura. 
Sea 3 =r—zx-—e”?, ver Figura 2.14. De manera directa no es posible encontrar 
los puntos fijos, pero la representación geométrica del numeral anterior sugiere 
proceder a graficar la recta y =r—z y la curva y = e * que son más familiares. 
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) (b) (c) 


Figura 2.14: + =r=xw-—e * 


Como f(x) es la diferencia entre las dos, tenemos que cuando la recta esté por 
encima de la curva la derivada es positiva, x crece, el vector velocidad apunta a 
la derecha; cuando la curva está por encima de la recta la velocidad apunta a la 
izquierda. Cuando se cortan la velocidad es cero y se tiene un punto fijo. Para un 
valor grande del parámetro r, se tienen dos intersecciones tal y como se ilustra a 
la parte (a) de la figura, la de la izquierda corresponde a un punto fijo inestable 
y la de la derecha a uno estable. Si el parámetro r es todavía mayor los puntos 
fijos se separan, pero no se encuentra ningún comportamiento diferente. Por el 
contrario, medida que se tomen valores menores de r, los puntos fijos se acercan, 
eventualmente se unen en uno sólo (parte b de la figura) y posteriormente no 
habrá ninguno (c). El valor crítico, corresponde a un punto de bifurcación, que 
podemos encontrar al notar que en este caso no sólo tenemos igualdad de la 
curva y la recta, r — x=e"”*, sino que además la recta es tangente a la curva, 
es decir las derivadas son iguales, —1 = —e”*”. Por lo tanto en el punto de 
bifurcación x = 0 y el valor crítico de r es r¿ = 1. En este caso el diagrama de 
bifurcación es semejante al de la Figura 2.13 rotado respecto a ambos ejes. 


Este último ejemplo ilustra bien el caso general de las bifurcaciones de punto de 
silla. En particular la razón por la cual el primer ejemplo parabólico es genérico 
de este tipo de bifurcaciones. Si se expande en serie de Taylor al rededor del 
punto de bifurcación la función y = f(x) =r—zx-— [1-— x + x?/2+ o(a?)] 
que tiene la misma forma parabólica del primer ejemplo cuando se retiene el 
término de orden mayor en x, y se hace una traslación o cambio de escala. Esto 
es lo típico. Un punto de tangencia se ve como una parábola cuando se mira 
con un microscopio, ver Figura 2.15. 


2.2.2. Bifurcación Transcrítica 


En la bifurcación transcrítica no desaparece ningún punto fijo, pero hay cambio 
de estabilidad a medida que cambia un parámetro. El ejemplo típico es y = 
rx — q?, Figura 2.16. El lado derecho es igual a la ecuación logística usada 
para estudiar el crecimiento de poblaciones, pero acá se acepta también los 
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cerca al mínimo 


f(x) es aproximadamente 
parabólica 


Figura 2.15: Cerca a la bifurcación de punto de silla la función es aproximada- 
mente parabólica 


Xx « k 
A a A CS 


(a) r<0 (b) r=0 fc) r>0 


Figura 2.16: Ejemplo de bifurcación transcrítica, caso £ = rw — a? 


valores negativos de x y/o r. Un análisis elemental muestra que los puntos fijos 
están formados por dos ramas en el diagrama de bifurcación. La primera es el 
eje x = O independiente del valor del parámetro r. La segunda es x = r. La 
estabilidad se puede determinar del signo de f'(x) =r — 2x usando el análisis 
lineal. En la primera rama f'(x) = r, por tanto los puntos fijos son estables para 
r < 0 e inestables para r > 0. En la segunda rama f'(1) =—x = —r, por tanto 
los puntos fijos son estables para x > O e inestables para x < 0. La observación 
de la Figura 2.16 y el análisis geométrico confirman estas conclusiones, que se 
ilustran en el diagrama de bifurcación de la Figura 2.17 


2.2.3. Bifurcación Tridente 


El tercer tipo de bifurcación podría llamarse también trifurcación, porque los 
puntos fijos aparecen o desaparecen en pares, y se pasa de uno a tres puntos 
fijos o viceversa. El diagrama de bifurcación correspondiente parece un tridente. 
Desde el punto de vista físico esto se asocia a una simetría particular que 
matemáticamente corresponde a la simetría x <+ —zx. Es decir, el sistema, su 
ecuación no cambian al hacer la substitución correspondiente, o lo que es lo 
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estable 


estable e inestable 


inestable 


Figura 2.17: Diagrama de bifurcación para ejemplo bifurcación transcrítica 


i=rx—a? 


mismo, la orientación contraria del eje conduce a la misma ecuación debido a 
la simetría izquierda-derecha o arriba-abajo o antes-después del sistema físico. 
Existen dos tipos de bifurcaciones tridente. 


Tridente Supercrítica 


La forma normal de la bifurcación tridente supercrítica es ¿ =ra—a?*. Es claro 
que la substitución de x por —x deja invariante la ecuación. La Figura 2.18 
ilustra el campo vectorial para diferentes valores del parámetro r. El origen 
es el único punto fijo para r < 0, además se puede ver que en estos caso es 
un punto fijo estable. La bifurcación ocurre en r = 0, a partir de este valor, 
para r > 0 aparecen dos nuevos puntos fijos, simétricos y estables, y el origen, 
que continúa siendo punto fijo pierde su estabilidad. La Figura 2.19 ilustra el 
diagrama de bifurcación correspondiente. 


En el punto de bifurcación, el término lineal se anula y por tanto las per- 
turbaciones no decaen exponencialmente, sino a una tasa algebraica mucho 
más lenta. De hecho, en este caso la ecuación tiene solución explícita, x(t) = 
x(0)[2tx(0) + 1J71/2. Este fenómeno se conoce como pérdida crítica de veloci- 
dad, o frenado crítico (critical slowing down), una característica típica de las 
transiciones de fase de segundo orden. Sobre este tema volveremos en varias 
ocasiones. 


Un ejemplo de este tipo de bifurcación es el sistema 2 = —x+ Ptanhx de 
acuerdo al parámetro P. En mecánica estadística aparecen ecuaciones similares, 
también en el estudio de redes neuronales y magnetismo. Una explicación sobre 
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r<0 r=0 r>0 


Figura 2.18: Campo vectorial + = rx — x% para diferentes valores de r 


estable 
inestable 


estable 


estable 


Figura 2.19: Diagrama de bifurcación para d = rw — a* 


la razón de que este sistema pertenezca a esta categoría está en la expansión en 
series de la función tanh, lo cual conduce, después de un cambio de escala, a los 
primeros términos de la forma normal de la bifurcación tridente supercrítica 
indicada antes, con parámetro 6 — 1. Otra manera de analizar este sistema es 
la consideración simultánea de las gráficas de y = 1 y y = P tanh zx, ver Figura 
2.20. Los puntos de intersección son los puntos fijos del sistema. La pendiente 
en el origen aumenta con P, las dos gráficas son tangentes cuando P = 1, para 
valores P > 1 aparecen dos nuevos puntos fijos, simétricos y estables. Para 
trazar el diagrama de bifurcación (Figura 2.21) en lugar de tratar de resolver 
la ecuación trascendental x = P tanh x, se expresa P en términos de x, aunque 
en la gráfica x juegue el papel de variable dependiente. 


Tridente Subcrítico 


La forma normal para este tipo de bifurcación es 4 = rx+x*. En comparación 
con el anterior cambia el signo del término cúbico. Allá el término cúbico era 
una especie de fuerza restauradora, que estabiliza el sistema. En este caso 
es un término desestabilizador. La Figura 2.22 representa el campo vectorial 
para diferentes valores del parámetro r y la Figura 2.23 el correspondiente 
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Figura 2.20: Campo vectorial para Z = —x+ PB tanh x y diferentes valores de P 


Figura 2.21: Diagrama de bifurcación para 1 =—x + P tanh x 
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.1=0 r>0 


pl A Í má 


o r<0 


Figura 2.22: Campo vectorial ¿ = rx+u* para diferentes valores del parámetro 
7 


inestable 
inestable 


estable 


inestable 


Figura 2.23: Diagrama de bifurcación para el sistema + = rx + 2% 


diagrama de bifurcación. En este caso el tridente está invertido, los puntos 
fijos * = +y—r son inestables, y existen sólo debajo de la bifurcación, de 
allí el término subcrítico. Más interesante es la estabilidad del origen, estable 
para r < 0 e inestable para r > 0. De hecho, para este último caso el término 
cúbico conduce a la explosión del sistema, que tiende a +00 en un tiempo finito. 


En sistemas reales, tal explosión es opuesta por la influencia estabilizadora de 
otros términos. Si nos mantenemos en el ámbito de los sistemas simétricos, 
el ejemplo es un sistema ¿ = rx + a? — a?, cuyo diagrama de bifurcación se 
ilustra en la Figura 2.24. para valores de x cercanos al origen el diagrama es 
semejante al anterior, el origen es localmente estable para r < 0, y aparecen 
dos ramas inestables que se bifurcan hacia atrás del origen cuando r = 0, lo 
nuevo que introduce el término de orden 5 es que estas ramas inestables se 
doblan y regresan para un valor r = r¿ < 0, a partir del cual son estables. 
Estas ramas estables existen para r > rs, y en el rango r¿ < r < 0 coexisten 
con el origen, que también es estable. La condición inicial determina el punto 
fijo final al cual se acerque el sistema para t —> oo. Por esto se usó el término 
localmente estable, pues el origen es estable ante perturbaciones pequeñas, pero 
no es globalmente estable. 


Otra característica interesante de este sistema es la posibilidad de histéresis, 
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Figura 2.24: Diagrama de bifurcación para £ = rx +ua%— a? 


Figura 2.25: Histéresis 


como se ilustra en la Figura 2.25. Suponga que se inicia el sistema con  =0 
y gradualmente se incrementa el valor del parámetro r, tal y como ilustran las 
flechas de la figura. Cuando se llega al valor r = 0 el origen pierde estabilidad, 
la más mínima perturbación hace que el sistema salte a una de las ramas de 
mayor amplitud. Con incrementos posteriores, el punto fijo sigue a lo largo de 
tal rama. Ahora, si se procede a disminuir el valor del parámetro r, el estado 
permanece sobre la rama de mayor amplitud, incluso para valores negativos de 
r. Se requiere disminuir todavía más r por debajo de r, para que el sistema 
salte nuevamente al origen. Dos características importantes de estos sistemas 
no lineales son los saltos y la falta de reversibilidad. Esto último es lo que 
da origen al nombre de histéresis. Las bifurcaciones en r = r¿ corresponden a 
bifurcaciones de ensilladura. 
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o AS lnl> n,cr) 
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A -- lal<h(r) 


(a) r<0 (b) r>0 


Figura 2.26: ¿ =h+rx— a? 
pérdida de simetría 


2.2.4. Catástrofes 


Como se mencionó, la simetría juega un papel importante en las bifurcaciones 
de tenedor, pero en los problemas reales la simetría es únicamente aproximada, 
cualquier imperfección lleva a que haya diferencias entre el lado derecho y el 
izquierdo de un sistema por ejemplo. En esta sección se mira a este tema 
mediante el estudio del sistema 


i=h+rx-a? 


Si A =0 se tiene el caso de la bifurcación supercrítica y hay simetría perfecta 
entre x y —x. La simetría se rompe si h 4 0. Hay un grado de dificultad nuevo 
en el análisis porque se tienen dos parámetros independientes r y h. Para esto 
se piensa que uno de ellos es fijo, digamos r, y se analiza el efecto de variar el 
otro. Aunque las raíces de la ecuación cúbica se pueden expresar explícitamente 
para encontrar los puntos fijos del sistema, es más intuitivo un enfoque gráfico, 
se representan simultáneamente y = rx — a? y y = —h, las intersecciones 
corresponden a los puntos fijos, esto se ve en la Figura 2.26. Cuando r < 0 
la cúbica es monotónicamente decreciente y por lo tanto intercepta la línea 
horizontal y = —h en exactamente un punto (Figura 2.26a). El caso cuando r > 
0 es más interesante, pues pueden haber uno, dos o tres puntos de intersección, 
dependiendo del valor de h. 


El caso crítico ocurre cuando la línea horizontal es justamente tangente al 


mínimo o máximo local de la cúbica. En esos casos se tiene una bifurcación 


de ensilladura. En estos puntos de extremos locales se cumple L(rz — q?) = 


r — 32? = 0. Por tanto Tmazx,min = +y/1/3 y las bifurcaciones de ensilladura 
ocurren para h = +h., con h.= (2r/3)y/r/3. Para resumir toda esta informa- 
ción, se presentan las curvas de bifurcación en un plano (r, h) en la Figura 2.27. 
Las dos ramas se encuentran tangencialmente en el origen en una cúspide. 
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Figura 2.27: Diagrama de bifurcación del sistema + = h + rx — 2%, que tiene 
dos ramas h = EV % que se cortan en una cúspide en el origen 


Es posible representar estos resultados usando los diagramas de bifurcación (X* 
vs. 1) que se habían empleado antes. En la Figura 2.28 se presentan dos casos 
para valores fijos de h. Cuando h = 0 se tiene el tridente clásico. Pero cuando 
h % 0 el tridente se desconecta en dos pedazos. La rama superior consiste 
totalmente de puntos fijos, mientras que la inferior tiene un tramo inestable 
y otros estable. A medida que r se incrementa desde valores negativos no hay 
más una transición brusca en r = 0. El punto fijo se desliza suavemente a lo 
largo de la rama superior. La rama inferior es inaccesible, excepto si se le hace 
una perturbación de amplitud mayor al sistema. 


(a) h=0 (b) h%0 


Figura 2.28: Diagrama de Bifurcación x* vs. r para h fijo 


Alternativamente, se puede representar el diagrama de bifurcación (X* vs. h) 
para valores fijos de r (Figura 2.29). Cuando r < O hay un único punto fijo 
para cada h (Figura 2.29a). Sin embargo, para r > O hay tres punto fijos 
cuando |h| < h¿(r), exactamente uno cuando |h| > h¿(r), y dos para el caso de 
igualdad. En el caso triple, la rama del medio es inestable y la superior y la 
inferior son estables. 
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> 


(a)r<0 (b)r>0 


Figura 2.29: Diagrama de Bifurcación x* vs. h para r fijo 


EN 
e 


Figura 2.30: Superficie de Catástrofe en Cúspide 


h 


Hay por último otra manera de representar esto usando una gráfica tridimen- 
sional de x* como función de (r, h) (Figura 2.30). Todas las demás gráficas son 
O secciones O proyecciones de esta. Esta superficie se conoce como la catástrofe 
en cúspide. La superficie se dobla en si misma en ciertos lugares, en los casos 
trivaluados. El término catástrofe viene de analizar lo que ocurre cuando los 
parámetros cambian a lo largo de una línea que cruce la superficie superior, 
llegue al pliegue y bruscamente cae a la rama inferior. Este salto catastrófico 
puede tener consecuencias de este estilo en aplicaciones prácticas. Por ejem- 
plo en diseño de ingeniería, o en comportamiento de la bolsa de valores, o de 
sociedades. 


2.3. Formalización de Bifurcaciones 


El teorema de la función implícita es fundamental para entender las bifurca- 
ciones. Considere un punto fijo (crítico) » = xp del sistema + = f(x;r) que 
ocurre para un valor particular del parámetro r = rg. Es decir f(x0;r0) = 0. 
Ahora, ¿cuándo es (x0;ro) un punto de bifurcación? Una condición necesaria 
es que f¿(10;70) = 0, porque de lo contrario el teorema de la función implícita 
garantiza unicidad de la solución de la ecuación f(x;r) = 0 para x en términos 
de r, en la vecindad del punto crítico. Note que en la notación la derivada se 
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representa con el subíndice, es decir g,(x,y,z) es la derivada con respecto a 
x de la función de tres variables g, esta notación también permite indicar el 
punto en el cual se calcula la derivada. Luego la unicidad garantiza que no se 
destruyen ni crean puntos fijos. Por tal motivo iniciamos con el teorema de la 
función implícita, enunciado sin prueba (consultar cualquier libro de cálculo) y 
con una terminología ligeramente diferente. A continuación se definen los pun- 
tos regulares y singulares y se considera la expansión al rededor de los puntos 
singulares, que son los interesantes, desde el punto de vista de bifurcaciones. 


2.3.1. Conceptos básicos 
Teorema de la Función Implícita 


Teorema 2.3.1 (Teorema de la Función Implícita). Sea f(p1,u) una función 
continuamente diferenciable en alguna región abierta U del plano ju que con- 
tiene a (o, uo). Si F(uo, uo) =0 y ful po, uo) H 0, entonces existe un rectángulo 
S =([(,u) €U : lu—pol < a, [u—up| < bj tal que la ecuación f(,u) =0 tiene 
una única solución u = u(p) en S, esta función es continuamente diferenciable 
en lu — pol <a y su derivada es 


Claramente el teorema es simétrico, si f,.(M0, 40) 4 O entonces se puede despe- 
jar y = p(u) y su derivada es 


du fu(u(u), u) 


du fi(u(u),u)) 


Puntos Regulares y Singulares 


Definición 2.3.1. Si f tiene derivadas parciales continuas hasta orden 3 en 
la vecindad de un punto Py = (fo, u0), dicho punto es un Punto Regular del 


lugar f =0, si f(Po) =0 y si bien sea fu (10, u0) 4 0, o fu(po, uo) F 0. 


Por tanto, de acuerdo al teorema de función implícita, por un punto regular 
pasa una única curva, u= u() o p= p(u). 
Definición 2.3.2. Si Po = (o, u0) es un Punto Singular si no es regular, es 
decir si £(Po) = fu(o, U0) = Fu(o, U0) = 0. 


El comportamiento en un punto singular debe ser anómalo, no sólo por el 
nombre, sino porque ambas fracciones en las expresiones de las derivadas son 
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indeterminadas, de la forma 0/0. Es necesario por tanto un estudio sistemático 
del comportamiento de la función cerca a estos puntos. Para esto usamos la 
serie de Taylor, asumiendo que las derivadas parciales de segundo orden no se 
anulan simultáneamente. 


2.3.2. Expansión al rededor de un Punto Singular 


Sea un punto singular Pp = (o, uo) y P = (p,u) un punto cercano, con 
Ap = 4 — o, Au = u— uy. Entonces la expansión en serie de Taylor de f al 
rededor del punto singular es 


HP) = HFunl Po) Ay + 2£ uu (Po) AyAy + fuu(Po) Au?) + o(Ap? + Au?). 
En el límite, cuando Ay y Au tienden a cero, 


Fun Po)dy? + 2 £uu[Po)duda + fuu[Po)du? =0, 


lo que define una relación entre los diferenciales du y du a lo largo de cualquier 
curva f(p1, u) = 0 por Pp. Esta relación se puede interpretar como una ecuación 
cuadrática para de (dividiendo por du?). 


Si el discriminante D = Fu (Po) = fuulPo)fuu([Po) es positivo, hay dos raíces 
reales y el punto singular Pp se denomina Punto Doble. En este caso la solución 
de la ecuación cuadrática es 


du ES pu j D dj ej pu D 
= == . 10) = a > 2 2 
dy Fue 40 du uy ns E 


que corresponden a las pendientes de las tangentes de las curvas de bifurcación 
en el punto doble. Se va a mostrar en el Lema 2.3.2 que cuando D > 0 sólo hay 
dos casos posibles. Por otro lado, si D < 0, entonces no hay tangentes reales y 
P, es un Punto Aislado; y si D = 0, entonces al menos dos curvas que pasan 
por Py tienen la misma tangente. 


Ejemplos 


Ejemplo 2.3.1 (Lemniscata). Considere la lemniscata f(u, u) = (1? + u?)? — 
2(1? — u?) = 0 que se ve en la Figura 2.31. Claramente en el origen f = f,, = 
f. = 0, además D > 0. Por lo tanto el origen es un punto doble por el que pasan 
dos ramas con diferentes tangentes. Todos los demás puntos son regulares. 
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Figura 2.31: Lemniscata 


u 


Figura 2.32: Cúspide 


Ejemplo 2.3.2 (Cúspide). Considere la función f(p, u) = u?— y? que se ve en 


la Figura 2.32. Claramente en el origen f = f,, = fu = 0, además D = 0. Por 
lo tanto por el origen pasan dos ramas con la misma tangente vertical. Este 
punto se denomina una cúspide. 


Ejemplo 2.3.3 (Punto aislado). Considere el lugar f(p,u) = u2 + y? =0. El 
origen es un punto aislado con D < 0. 


Existen puntos singulares de orden mayor para los cuales la función y las 
derivadas parciales de orden 1 y 2 son todas cero. 


Tangentes en Puntos Dobles 


Lema 2.3.2. Sea Py un punto doble de f(u,u) = 0, entonces o bien ful Po) A 
0 y las dos tangentes están dadas por la segunda ecuación en (2.2), 0 fuu(Po) = 


du du Luu 


0 y las dos tangentes en Py son n= 0Y du = as Para el caso fu + 0 se 


tiene un resultado simétrico. 


Demostración. Por definición D > 0. Si fun(Po) 4 0 el resultado se obtiene 
de la aplicación de la serie de Taylor ya presentada. Si f..(Po) = 0, entonces 
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Figura 2.33: Ejemplo punto de quiebre 


fuu(Po) 4 0 pues D > 0. En este caso el polinomio cuadrático es du( fuudu + 
2 fu.) = 0, de donde se obtiene el resultado. 


2.3.3. Intercambio de Estabilidad 
Intercambio en Punto de Quiebre 


Definición 2.3.3 (Punto de Quiebre). Un punto regular Pp es un punto de 
quiebre (turning point) con respecto al parámetro y si f, 4 0 y du/du cambia 
de signo en Pp 


Con respecto al cambio de estabilidad interesa investigar los puntos dobles y 
los puntos de quiebre. 


Ejemplo 2.3.4 (Punto de quiebre). La función f(p, u) = (14+u2—) (u?—25u?) 
tiene como puntos de equilibrio las tres curvas yy =1+u2, y = 5u, y iz = 
—5u. Todos los puntos son regulares, excepto el origen (A en la Figura 2.33), 
las intersecciones B, E, entre las curvas uz y pa; y C, E entre las curvas uu] y 
13. Estos cuatro puntos son puntos dobles. Además, D = (1,0), el vértice de 
la parábola 1, es un punto de quiebre. 


Teorema 2.3.3 (Cambio de Estabilidad en Punto de Quiebre). Sea Py un 
punto de quiebre regular del lugar f(u, yu) = 0, entonces los puntos fijos del sis- 
tema dinámico úu = du/dt = f(u, y) son estables en un lado de Pp e inestables 
en el otro. 


Demostración. Claramente uy es un punto fijo. Según el análisis lineal, la esta- 
bilidad depende de el signo de ay = fu(u, (u)). De acuerdo a la expresión para 
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Figura 2.34: Ejemplo intercambio de punto doble 


la tangente de un punto regular se tiene ay = f.(u, u(u)) = —f,(u, p(u))du/du. 
Por hipótesis f,, no pasa por cero en Pp, luego ay cambia de signo al cruzar el 
punto de quiebre, debido al cambio de signo de du/du 


Cambio de Estabilidad en Puntos Dobles 


Según el Lema, hay dos casos posibles de puntos dobles 


= Caso 1: hay dos curvas con tangente diferente de 0, y = ui (u) y p = 
no(u). Las tangente vienen dadas según expresión (2.2) 


= Caso 2: una de las curvas u = u¡ (11) tiene pendiente du; /du = 0 en Po, 
y la otra es y = pa(u) con pendiente duz/du = — fun /2£uu 


Teorema 2.3.4 (Caso 1). Si Py es un punto doble con f,,. FX 0, entonces 
los parámetros lineales 1(u) y a2(u) para determinar la estabilidad para las 
curvas y = ui(p) y y = pa(u), son respectivamente 


cu) = — Eu) [59m Po) VD (a — 240) + o(u — uo) 
cru) = LE (u)[sg Sy (Po) VD(u — 410) + 0(|u— 10] 


Teorema 2.3.5 (Caso 2). Si Py es un punto doble con f,, = 0, entonces 
los parámetros lineales (1) y a2(u) para determinar la estabilidad para las 
curvas u= uz (1) y y = pa(u), son respectivamente 


o1(1) =sgnfuy( Po) VD(u — o) + o(l— pol) 


c2(u) = sent Po) LE (a) Du — 40) + 0(u — 0) 
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p=,(u) 


A 


Figura 2.35: Ejemplo intercambio de estabilidad en punto doble. Suponga que 
Fu <0 


La interpretación es la siguiente, en el Caso 1, cuando |u— up| es pequeño, q1 y 
ay tienen el mismo signo si du /du y dua/du tienen signos opuestos. Y tienen 
signos diferentes si las tangentes tienen el mismo signo. Luego las pendientes 
en el punto doble determinan el cambio de estabilidad 


Ejemplo 2.3.5. y = f(u,p) = (u— peJu — u?. Los puntos fijos están en 
u(u) =0 y pa(u) = u? + po. El punto P. = (0, 1.) es un punto doble. De 
hecho, f., = 4—pe—3u?, fuy = —6u, fu =%, fup =0, y fuy = 1. En P, se tiene 
F= fu= fu = Suu = fuu = 0, Pero fuu 4 0 y D = 1. De acuerdo al Lema, 
las dos tangentes diferentes son du/du = 0 y dpa/du = —fuu/(2fuu) = 0. 
Los parámetros de estabilidad son 1 (1) = 4 — he + o(lp — pel) y aa(u) = 


u? e 
Ea o + 0(Ju)] 
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Figura 2.36: Ejemplo puntos dobles 


2.4. Flujos en el círculo 


Hasta ahora las ecuaciones que se han considerado son en la línea real, en esta 
sección se van a considerar ecuaciones unidimensionales en el círculo, algunas 
veces también llamadas ecuaciones de fase, 


que corresponden a un campo vectorial en el círculo. Es decir, 9 es un punto en 
el círculo, y O es el vector velocidad en ese punto. Aparentemente no hay nada 
nuevo, pero el hecho de que el círculo sea cerrado da origen a periodicidad, 
un fenómeno muy importante. Realmente en una dimensión sólo es posible el 
comportamiento periódico si el espacio es periódico. 


Matemáticamente el carácter cerrado del círculo se puede representar de dos 
maneras, una tomando operaciones reales módulo 27. También es posible tra- 
bajar en el círculo unitario del plano complejo (r = 1). 


Note que esto impone restricciones en los tipos de funciones f que se pueden 
considerar, por ejemplo Ó = 0 no puede interpretarse como un campo vectorial 
en el círculo para —oo < 0 < oo, pues hay lugar a un doble valor de la velocidad 
en 9 =0 y 9 = 27 que realmente son el mismo punto; el primer valor indica una 
velocidad 0 y el segundo 27. El problema no se arregla con restringir el dominio, 
por ejemplo a —r < 0 < Tr, pues aparecen discontinuidades en la velocidad. 
En la línea no hay ningún problema con este campo vectorial. El problema se 
resuelve si sólo se aceptan funciones con período 21, es decir para las cuales 
F(0+27) = f(0) para todo real 9. Además se asumen otras propiedades de 
suavidad de la función f para garantizar existencia y unicidad de la solución. 
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2.4.1. Oscilador Uniforme 


El ejemplo más elemental es en el que el cambio de la fase es uniforme, 0 = 4, 
donde w es una constante. La solución es 0(t) = wt +0, que corresponde a un 
movimiento uniforme al rededor del círculo con una frecuencia angular w y un 
período constante T' = 27 /w. En este ejemplo no hay amplitud, para lo cual 
habría que pasar a varias dimensiones. 

Una variante es considerar dos osciladores aislados 01 y 02 con frecuencias 
diferentes w1 y wa. Si empiezan igualados, la diferencia $ = 01 — 03 puede 
emplearse para estudiar el tiempo hasta la próxima igualación. El período de 


$ es 


2.4.2. Oscilador No—uniforme 


La ecuación 


0=w-—asend 


se encuentra en varios campos de aplicación, en el fenómeno de enfasamiento 
en electrónica, en biología en el estudio de las oscilaciones de neuronas, en los 
ciclos biológicos del sueño, en el comportamiento acompasado de las luciérnagas 
en algunas regiones. También se encuentra en física de materia condensada 
en las llamadas oscilaciones de Josephson y en el estudio de péndulos sobre 
amortiguados. Se va a asumir que w > 0 y que a > 0. La Figura 2.37 ilustra el 
campo vectorial. Note que w corresponde a la media de la velocidad y a a su 
amplitud. 


Si a = 0 el oscilador es uniforme. El parámetro a se puede interpretar como 
una medida del grado de no-uniformidad. El flujo es más rápido en Y = —7/2 = 
31. /2 y más lento en O = 7/2. A medida que a se incrementa la no-uniformidad 
también se acentúa. Cuando a es ligeramente menor que w se crea un cuello de 
botella cerca a O = 7/2, mientras que en el resto del círculo el flujo es bastante 
más rápido. Cuando a = w el sistema deja de oscilar completamente y aparece 
un punto fijo semiestable en Q = 7/2 mediante una bifurcación de ensilladura. 
Cuando a > w, el punto semiestable se bifurca en dos puntos fijos, uno estable 
y otro inestable y todas las trayectorias llevan al punto fijo estable. 


La estabilidad de los puntos fijos se puede estudiar mediante el análisis lineal. 
Claramente los puntos fijos estables satisfacen sen 0* = w/a y el parámetro de 
estabilidad es f'(0*) = —acos0* = Fy/1— (w/a)?. Por lo tanto el punto fijo 
estable es aquel con cos 9* > 0, como se confirma en la Figura 2.37. 
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Paso lento por 
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(a) a<o (b) a=0w (c) a> 0 
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Figura 2.37: Diagrama de fase y angular para el oscilador no-uniforme 
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s 
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Figura 2.38: Período de un oscilador no-uniforme 


El período se puede encontrar analíticamente, mediante 


2 d0 27 
T= fa] En 
y w=—asend  yy?2-— a? 


La integral se resuelve con la substitución u = tan 9/2. Se puede mostrar que 


cuando a > w se tiene 
2 1 
T=m/= , 
VuVw-a 


-1/2 


Es decir T diverge como (a. — a) COME = UN 
Para el caso de a = w+e, con € > O pero muy pequeño, se siente un fantasma del 
cuello de botella (ver Figura 2.39). Se puede derivar una ley de escala general 
para el tiempo requerido para pasar el cuello de botella. Lo que realmente 
interesa es lo que ocurre cerca al mínimo de f, pues el tiempo que el sistema 


permanece allí es mucho mayor que en el resto. Cerca al mínimo, toda función 
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Teuello de botella 2 
e = 


Fantasma de un 
cuello de botella 


Figura 2.39: Cuello de botella en el oscilador no-uniforme 


es bien aproximada por una parábola (bifurcación de ensilladura), es decir 
+=r+2x?, con0<r<< 1. Lo que conduce a 


dx -1/2 
Tr | Ger x 


2.4.3. Sincronización de Luciérnagas 


En la naturaleza hay más de un ejemplo de sincronización. Parece que la prime- 
ra observación sistemática se debe a Christian Huygens (1629-95) en una carta 
a su padre del 26 de febrero de 1665 [Huygens, 1888; Vol. 5, p. 243]. Al científico 
holandés le debemos entre muchas otras cosas el invento del reloj de péndulo. 
Precisamente en el reporte indica que observó que dos de estos relojes colga- 
dos mediante ganchos de una misma viga de madera entraban en sincronía: 
“Es muy interesante que los movimientos de los dos péndulos en oscilación 
opuesta están tan de acuerdo que nunca se atrasan en lo más mínimo el uno 
con respecto al otro y los sonidos de los dos se oyen en simultánea. Además, 
si uno perturba este acuerdo, se restablece por sí mismo en corto tiempo. Por 
mucho tiempo estuve sorprendido de este resultado inesperado, pero después de 
examinar cuidadosamente finalmente encontré la causa, que se debe al movi- 
miento de la viga, aunque sea tan leve que casi no es perceptible”. La Figura 
2.40 reproduce la ilustración original del mismo Huygens. 


Otro ejemplo muy citado es la rotación sincrónica frecuente en astronomía, que 
corresponde al caso en el cual un cuerpo que orbita a otro tarda lo mismo en 
completar un giro que lo que tarda en rotar sobre su eje, y por lo tanto siempre 
deja el mismo hemisferio de cara al cuerpo al rededor del cual orbita, como 
ocurre con nuestra Luna. La explicación está en la marea y por esto también se 
denomina enfasamiento por marea. También es frecuente que la relación entre 
el período rotacional y el período orbital aunque bien definidas sea diferente 
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Figura 2.40: Reproducción de la ilustración original de Huygens acerca de la 
sincronización de dos relojes de péndulo 


de 1 : 1. Un ejemplo bien conocido es la rotación de Mercurio al rededor del 
Sol, que está en resonancia de marea en relación 3 : 2. 


Otras observaciones interesantes sobre fenómenos no-—lineales de sincronización 
en tubos en órganos fueron hechas por Lord Rayleigh (1842-1919) en su “Teoría 
del Sonido” [Rayleigh, 1945]. Sin embargo, la explicación de este fenómeno re- 
quiere temas avanzados, y sólo se dio con los trabajos de Appleton and van der 
Pol [1921]. El caso de las luciérnagas es un primer ejemplo interesante, pero 
volveremos sobre el tema varias veces. 


En algunas regiones, en particular en el Sureste de Asia, miles de luciérnagas 
macho se ubican en los árboles al atardecer y encienden y apagan sus luces al 
unísono, mientras las hembras vuelan por encima para escoger su pareja, pro- 
bablemente a la que más alumbre. Los macho no inician sincronizados, pero 
por la influencia de unos sobre los otros la sincronía se desarrolla y refuerza. 
Cuando uno ve la oscilación de los otros acelera o frena tratando de entrar en 
sincronía en el próximo ciclo. Se ha estudiado experimentalmente, con oscilado- 
res mecánicos de frecuencia controlada y se ha establecido que las luciérnagas 
son capaces de sincronizarse cuando la frecuencia es cercana a su frecuencia 
natural, que es aproximadamente 0,9 ciclos por segundo. En este caso se dice 
que la luciérnaga se encarriló a la frecuencia del estímulo. Si la diferencia es 
mayor, o muy rápido o muy lenta, la luciérnaga trata pero no logra encarrilar 
su oscilación. En estos casos resulta algo parecido a un latido, pero la dife- 
rencia entre las fases no se incrementa uniformemente, sino que crece primero 
lentamente mientras la luciérnaga trata de acoplarse al estímulo, y luego crece 
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(a) 1=0 (b) O<u<1 (c) u>1 


Figura 2.41: Campo vectorial del problema de sincronización de luciérnagas, 
d = up — send, para diferentes valores del parámetro y. 


más rápido hasta la próxima oscilación. Esto se conoce como deriva de fase. En 
Buck and Buck [1976]; Buck [1988]; Mirollo and Strogatz [1990]; Ermentrout 
[1991]; Strogatz [1994, 2000] se puede consultar mayores detalles. 


Un modelo simple para describir el comportamiento de las luciérnagas es el 
siguiente. En ausencia de estímulo la dinámica de encendido y apagado se des- 
cribe por Ó = w, donde 0 es la fase de la oscilación, el momento de encendido 
corresponde a Ó =0, y w es la frecuencia natural. El estímulo periódico, co- 
rrespondiente al resto de luciérnagas se representa por Ó = (2. En presencia 
del estímulo la luciérnaga trata de acomodarse, lo que se describe agregando 
un término sinusoidal, 9 =w-+Asen(O—0). El parámetro A > 0 mide la habi- 
lidad para modificar la frecuencia. Por ejemplo, si el estímulo está adelantado 
0< 0-8 <, la luciérnaga trata de alcanzarlo, 6 > 0. Para estudiar la sincro- 
nización es conveniente mirar la dinámica de la diferencia de fases p = O — 0. 
Por lo tanto, la ecuación que describe el sistema es 


$'=0—uw-— Asend. 


Re-escalando el tiempo con 7 = At y agrupando parámetros uy = (Q — w)/A se 
tiene 
$' == seng, 

donde (' es la derivada de $ con respecto a 7. La Figura 2.41 ilustra el campo 
vectorial para diferentes valores del parámetro 1, que se interpreta como una 
medida de la diferencia de frecuencias relativa a la habilidad para modificar 
la frecuencia. Para y = 0 la luciérnaga está en fase, $ = 0 es un punto fijo 
estable. Para valores pequeños de yu, las frecuencias están relativamente cerca- 
nas y se espera que sea posible el enfasamiento. La Figura 2.41 confirma esta 
expectativa. Para valores más grandes de y el encarrilamiento ya no es posible. 
El análisis de estabilidad confirma que para 0 < y < 1 hay un punto fijo 
p* > 0 estable, lo que significa que aunque el estímulo y la luciérnaga no 
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Rango de 
Encarrilado 
-— ——_—_—____> 
0) 
0 w—-A w wm+A 


Figura 2.42: Rango de encarrilado para el problema de sincronización de lu- 
ciérnagas 


están al unísono, oscilan con la misma frecuencia instantánea y la diferencia 
de fases tiende a una constante positiva, lo que se describe con el término 
de enfasamiento (phase looking en Inglés). El estímulo está adelantado con 
respecto a la luciérnaga, pero está no logra alcanzar, hace el esfuerzo, pero se 
mantiene una diferencia constante. 


Si se continúa aumentando ¡, el punto fijo estable eventualmente se junta con 
el inestable a la derecha. La bifurcación de ensilladura ocurre para y = 1. 
Para y > 1 los dos puntos fijos han desaparecido y ya no hay enfasamiento. 
La diferencia de fases crece indefinidamente, se tiene una deriva de fases. El 
crecimiento de la diferencia no es uniforme, es menor debajo del mínimo de la 
función seno, en $ = 7/2; y aumenta debajo del máximo en $ = —7/2. 


Es interesante notar que el modelo predice que no toda posible combinación 
de frecuencias conduce a enfasamiento, en términos de las variables originales, 
hay una región, denominada región de encarrilado que queda restringida a 
w—A<0Q0<uw+A, tal como se ilustra en la Figura 2.42 


2.5. Aplicaciones 


2.5.1. Laser 


Una aplicación interesante para ilustrar la bifurcación transcrítica es un modelo 
del laser de estado sólido presentado por Haken [1983] y reseñado en Strogatz 
[1994]. La palabra laser es la abreviatura en Inglés de Light Amplification 
by Stimulated Emission of Radiation, o amplificación de luz por la emisión 
estimulada de radiación. Su descripción requiere física avanzada, en términos 
simples es un conjunto de átomos activos, en una matriz de estado sólido que 
tiene en los extremos espejos que reflejan parcialmente y que es excitada por 
una lámpara común. Los átomos excitados oscilan independientemente unos 
de otros y emiten fotones. Si el bombeo es relativamente débil, cada átomo 
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emite luz con fase aleatoria, el resultado es una lámpara común, con luz en 
todas las frecuencias. Pero si se incrementa la potencia del bombeo se llega 
eventualmente a un umbral en el cual los átomos empiezan a emitir en fase y 
la lámpara se convierte en un laser. En el modelo la variable de estado es el 
número de fotones n(t). La ecuación dinámica es una ecuación de conservación, 
con dos términos, uno positivo que representa la ganancia y otro negativo que 
representa la pérdida. La pérdida corresponde al escape de fotones por los 
extremos del laser y es proporcional al número de fotones, con una constante 
positiva k, cuyo inverso corresponde al tiempo medio de permanencia de los 
fotones en el laser. La ganancia se modela como el producto del número de 
fotones n, el número de átomos excitados N y una constante positiva, G, 
llamada el coeficiente de ganancia. Es decir, ñ = GnN — kn. La idea física 
importante es la relación entre n y N. Luego de que un átomo excitado emite 
un fotón, cae a un nivel de energía más bajo y deja de estar excitado. Es decir, 
N decrece por la emisión de fotones. Si en la ausencia de la acción del laser, la 
lámpara mantiene el número de átomos excitados en Ny, se puede asumir que 
N(t) = No — an(t), donde a es la tasa a la cual los átomos decaen a su estado 
base. En resumen el modelo es ñh = Gn(Ny— an) — kn = (GNy— k)jn— (aG)n?. 
Por tanto ocurre una bifurcación transcrítica cuando el parámetro GN — k 
cambia de signo. Si Ny < k/G el único punto fijo es el origen y es estable 
(por razones físicas no caben valores negativos de n). En el punto No = k/G 
ocurre la bifurcación, este valor se conoce como el umbral del laser, porque 
de allí en adelante, para No > k/G el origen pierde la estabilidad y aparece 
un nuevo punto fijo estable, n* = (GNy — k)/aG > 0, que corresponde a la 
acción espontánea del laser. Este modelo no tiene en cuenta varios detalles 
físicos importantes, como la dinámica de los átomos excitados, la posibilidad 
de emisiones espontáneas y otras más [Strogatz, 1994]. 


2.5.2. Cuenta Sobreamortiguada en un aro giratorio 


Una cuenta es una pequeña bola perforada para ensartar en un alambre, collar, 
pulsera o camándula y que puede usarse para contar, por ejemplo las carambo- 
las en el juego del billar. El ejemplo a considerar es un típico problema de un 
curso básico de física. El esquema se muestra en la Figura 2.43. En el modelo 
ideal, la cuenta tiene masa m, puede deslizarse en un aro rígido de alambre de 
radio r que gira a una velocidad angular constante w al rededor de la verti- 
cal. Sobre la cuenta actúan la gravedad, la fuerza centrífuga y una fuerza de 
fricción que se opone al movimiento, que la vamos a considerar proviene de 
una amortiguación viscosa. Esta última fuerza puede aparecer en problemas 
reales cuando hay movimiento al interior de algunos líquidos y es una fuerza 
de frenado proporcional a la velocidad. Sea q el ángulo entre el radio que pasa 
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mpo? cos) 
y 


; a 
PA > mpo? 


bé 


Figura 2.43: Esquema de la cuenta sobreamortiguada en un aro giratorio, con 
nomenclatura y diagrama de fuerzas. 


por la cuenta y la vertical hacia abajo, como se ve en la Figura 2.43b. Por con- 
vención el ángulo d se restringe al rango —7 < f < Tr, para que cada posición 
de la cuenta esté descrita por un único ángulo, es decir d = 7 y $ = —T son el 
mismo ángulo y representan la posición superior. 


El modelo de fuerzas es simple, la gravedad es mg, la fuerza lateral centrífuga es 
mpw?, y la amortiguación tangencial es bó. Las constantes b y y son positivas. 
La geometría para calcular la componente tangencial de las fuerzas se indica en 
la Figura 2.43c. En particular, se puede ver que p = r sen (, y que la aceleración 
tangencial es rf. Lo que resulta en 


mró = —bó — mgsen $ + mrw? sen $ cos $, (2.3) 


que es una ecuación diferencial de segundo orden. En este Capítulo no hemos 
desarrollado las herramientas para considerar este tipo de problemas, por lo 
que se hace una aproximación para reducirlo a un problema de orden uno, des- 
preciando el término mrdó. Las condiciones para tal aproximación se discuten 
extensamente más adelante. 


En estas condiciones, el problema de primer orden a analizar es 
bó = mgsend [ue cos p — 1], 


que tiene por lo menos dos puntos fijos, $ = O en la posición más inferior, y 
93 = men la más superior. Esto concuerda con la intuición, pero pueden existir 
otros y además hay que estudiar la estabilidad. Si rw?/g > 1, es decir si el aro 
gira suficientemente rápido, hay otros dos puntos fijos que satisfacen P3 y = 


+arccos 1/y, con y = rw?/g. En la Figura 2.44 se ilustra esto al considerar las 
intersecciones de y = cos gp con y = 1/7 para la solución gráfica. Claramente 
la existencia de estas soluciones adicionales depende de la condición indicada. 
En la Figura 2.44 también se representan los puntos fijos para ambos casos. 
De acuerdo a la convención, los círculos negros denotan puntos fijos estables 
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arriba arriba 


abajo abajo 


Figura 2.44: Puntos fijos del problema de la cuenta. A la izquierda las inter- 
secciones de y = cos con y = 1/y para la solución gráfica de cos p = 1/y. En 
el centro los puntos fijos cuando y < 1 y a la derecha cuando y > 1 


y los círculos blancos denotan puntos fijos inestables, como se puede deducir 
fácilmente del análisis lineal de estabilidad. 


En la Figura 2.45 se resume el anterior análisis de los puntos fijos donde se 
puede apreciar que el correspondiente diagrama de bifurcación corresponde a 
un tridente supercrítico. La interpretación física es la siguiente: cuando y < 1 
la fuerza centrífuga es más débil que la fuerza de gravedad y la cuenta se 
desliza hacia la posición más inferior, que por tanto es un punto fijo estable. 
Cuando y > 1, el aro está girando a una velocidad suficiente para que cualquier 
perturbación con respecto al punto fijo inferior se amplifique por efecto de la 
fuerza centrífuga. Ahora, esta fuerza es mayor a medida que la cuenta se aleja de 
la vertical y eventualmente se equilibra con la gravedad en un nuevo punto fijo, 
que corresponde a un ángulo igual a + arc cos 1/y. Cuál de los dos dependerá de 
la perturbación inicial. La solución tiene menos simetría que la ecuación y 
por tal razón se dice que la solución corresponde a una pérdida de simetría. 
Tanto la ecuación original como la simplificada son simétricas con respecto a 
la substitución $ + —6$, pero ninguna de las dos soluciones p3 = arccos 1/y 
ó Pi = —arccos 1/y es simétrica. Este ejemplo ilustra la afirmación que se hizo 
acerca de la aparición de la bifurcación tipo tridente supercrítica en casos en 
los cuales hay simetría en las ecuaciones. 


Para completar este ejemplo es conveniente estudiar la justificación de la apro- 
ximación en que se incurrió al despreciar el término que contiene la derivada 
de segundo orden en la Ecuación 2.3. La primera idea de considerar el límite 
cuando m —> 0 parece que pudiera funcionar, pero en tal caso también las fuer- 
zas centrífuga y la gravedad tienden a 0. Por lo tanto el análisis debe ser más 
cuidadoso. Un enfoque adecuado es el análisis dimensional [Barenblatt, 1996] 
que permite comparar los términos entre sí, para poder decidir más adecua- 
damente cuáles son grandes y cuáles pequeños en comparación con la unidad, 
además permite reunir los parámetros en grupos adimensionales. Para tal fin 
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Y 


0 1 2 3 


Figura 2.45: Diagrama de bifurcación para el problema de la cuenta. Aparece 
un tridente supercrítico además de la posición superior 


se procede a definir una escala temporal característica, T', a ser definida más 
adelante, lo que permite introducir un tiempo adimensional 7 = + Usando la 
regla de la cadena las derivadas son 


que al reemplazarse en la Ecuación 2.3 producen 


r de = Ed sen Q 4 ru sen $ cos p 
gT? dr? mgT dr 9 j 


Los factores que resultan son adimensionales, en particular el asociado al 
término independiente es el factor y que ya habíamos encontrado. Por tan- 


to lo que queremos es m7 = O(1), y q << 1, que corresponde a T' = 23 y 
2 
€= E (22) << 1. Lo que se resume en 


dp do 
Esa e sen f + y sen cos d. 


La aproximación que analizamos corresponde al caso en el cual los términos de 
la derecha son de magnitud O(1) y el término de la izquierda es despreciable 
porque e > 0, lo que equivale a b? >> m?gr. Que físicamente se interpreta 
como que la cuenta es sobreamortiguada o que la masa es despreciable, pero 
de una manera más precisa, al compararla con la amortiguación. 
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2.5.3. Epidemia de Insectos 


Los abetos en Canadá y la costa Este de los Estados Unidos son infestados por 
una peste de gusanos que se alimentan de las yemas y hojas tiernas, y pueden 
matar todos los árboles de una zona en cuestión de 4 años. La dinámica de 
esta infestación tiene dos escalas de tiempo, una más rápida que corresponde 
a la vida de los gusanos, que pueden multiplicar por cinco la densidad en el 
transcurso de un año, es decir que tienen una escala de tiempo característica 
del orden de meses. Por otro lado, los árboles tienen una vida del orden de 100 
a 120 años en ausencia de enfermedades y tienen capacidad de reemplazar com- 
pletamente su follaje en un período de 7 a 10 años. Inicialmente los parámetros 
del bosque se van a tomar como constantes, pero luego se va a considerar su 
variación paramétrica, lo que permite entender el tema de la infestación. El 
ejemplo es tomado de Strogatz [1994] que a su vez lo toma de Ludwig et al. 
[1978]. 


El modelo propuesto es 


N=RN ( — z) — p(N). 

Su justificación es simple, en ausencia de predadores la población de los gusanos 
de las yemas del abeto se asume crece de acuerdo a la ecuación logística, con 
la capacidad de soporte proporcional a la cantidad de follaje, que se va a 
considerar es un parámetro que varía lentamente. El término P(N) es la tasa 
de mortalidad que se asume tiene la forma representada en la Figura 2.46. La 
principal causa de muerte de los gusanos es el ataque de predadores, en lo 
fundamental pájaros. Cuando hay pocos gusanos, no hay casi predadores, los 
pájaros buscan la comida en otros lugares. Cuando la población de gusanos 
alcanza un cierto valor A, se dispara la presencia de pájaros, atraídos por la 
abundancia de comida, lo que lleva a que la tasa de mortalidad se sature en 
un valor B, que corresponde a la tasa máxima de predación, los pájaros comen 
gusanos tan rápido como pueden. Esto se puede representar matemáticamente 
mediante p(N) = BN?/(4? + N?), con A y B dos constantes conocidas y 
positivas. En estas condiciones el modelo es 


N=RN ( z) Ene (2.4) 


K A24N2 
En el contexto de este modelo se quiere entender mejor el significado de epide- 
mia. De alguna manera intuitiva el uso del término indica un aumento rápido 


de la población de insectos de un nivel bajo (normal) a uno alto. Pero qué sig- 
nifica bajo, o normal y alto en este contexto, se quiere que el modelo permita 
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Figura 2.46: Tasa de mortalidad de los gusanos del abeto 


predecir estos valores y las transiciones. Para tal fin es conveniente reescribir el 
modelo en forma adimensional. Tanto K como A tienen unidades de población 
y cualquiera de las dos pudiera servir para adimensionalizar N, se escoge A 
para que el término de la mortalidad no contenga parámetros, que van a que- 
dar en el término logístico. Sea x = N/A la nueva variable dependiente, una 
población adimensional. Luego el modelo se convierte en 


Ai = RAz ( E) Baño l 
K A?2 +4 A?g2 

de donde se deduce que si se cambia la escala de tiempo mediante r = Bt/A y se 
reescribe los parámetros r = RA/B como una tasa de crecimiento adimensional 
y k = K/A la correspondiente capacidad de soporte adimensional la ecuación 
se simplifica en 

ptr 
Lo primero es reconocer que el origen, z = 0, es un punto fijo independiente 
de los valores de los parámetros (x es un factor común de los términos a la 
derecha de la ecuación diferencial). Además el origen es inestable como se puede 
verificar calculando el signo de la derivada, lo que se puede interpretar porque 
la predación es despreciable y la población de abetos crece exponencialmente 
de acuerdo al modelo logístico para valores muy pequeños de x. 


Los otros puntos fijos se encuentran fácilmente mirando a la intersección de 
y = ¡77 Con la recta y = r(1— £) (ver Figura 2.47). El análisis es directo 
porque la curva no tiene parámetros, mientras que r y k son respectivamente 
los interceptos con el eje y y el eje x de la recta. Se aprecia que cuando k 
es lo suficientemente pequeña hay una única intersección independiente del 
valor de r (lado izquierdo de la Figura 2.47). Para valores mayores de k, se 
pueden presentar una, dos o tres intersecciones, dependiendo del valor de r 
(lado derecho de la Figura 2.47). Si se fija la intersección con el eje x, es 
decir se fija el parámetro k, la variación de r corresponde a una rotación de 
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Figura 2.47: Esquema para cálculo de los puntos fijos en el problema de los 
gusanos y abetos, sistema 2 = rx(1 — £) — Tiaz) mediante la intersección de 
y = 3 con la recta y = (1 — ¿), para varios casos de los parámetros r y k 


la recta. Si se inicia con un valor de r para el cual hay tres intersecciones 
(a < b < c) y se decrece r se tiene una rotación antihoraria de la recta, 
que hace que las intersecciones b y c se acerquen, hasta que eventualmente se 
presenta coalescencia (b = c, línea punteada de la figura), que corresponde a la 
tangencia. Si r continúa decreciendo hay sólo una intersección. Esta bifurcación 
corresponde a la de punto de ensilladura. De manera semejante, si r se aumenta, 
también hay coalescencia y tangencia, a y b se acercan y eventualmente a = b. 


La estabilidad para el caso de tres puntos fijos adicionales a x = O se deduce 
por los métodos indicados. Una manera rápida es considerar que el origen es 
inestable y que el signo de la derivada en los puntos fijos alterna de signo. Por lo 
tanto x= a y 1 = c serán estables, mientras que x = b es inestable (ver Figura 
2.48). La interpretación es que en el caso de tres puntos fijos adicionales se 
tienen dos poblaciones de gusanos estables, una baja, que denominan de refugio 
y otra alta que llaman de infestación o epidemia. Si los parámetros están fijos, 
cuál de esto dos estados se alcanza depende del estado inicial. Habrá infestación 
si x(0) > b, y el sistema llega al estado de refugio si x(0) < b. El valor de b 
corresponde a un umbral que separa los dos regímenes estables. 


Una epidemia también puede resultar de cambios ambientales que se reflejen 
en cambios en los parámetros que produzcan una bifurcación. La Figura 2.49 
ilustra tanto el diagrama de bifurcación con cúspide, como la correspondiente 
superficie catastrófica. 


Para el cálculo de estos diagramas se establece además de la condición de 
intersección de la curva y la recta de la Figura 2.47, la condición de tangencia, 
que corresponde a igualdad de las derivadas —r/k = (1 — 2?)/(1 + 2?)?. La 
solución simultánea lleva a la siguiente representación paramétrica con x > 1 
jugando el papel de parámetro r = 22% /(1 + 22)? y k= 24? /(1? — 1). 
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Figura 2.48: Estabilidad de los puntos fijos del problema de los gusanos y abetos 


epidemia 
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Figura 2.49: Diagrama de bifurcación del problema de los gusanos y abetos 
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2.6. Ejercicios 


2.6.1. Consulte los métodos de solución numérica de sistemas de ecuaciones 
diferenciales, en particular el método de Euler y los métodos de Runge-Kutta. 
No sólo interesa el procedimiento, también es importante estimar los errores 
de la aproximación. Seleccione un caso de interés y aplique dos esquemas de 
solución numérica. Compare y estudie los errores de aproximación. 


2.6.2. Discuta el problema inverso: Dada una función cómo encontrar una ecua- 
ción diferencial cuya solución sea la función original, o dado un diagrama de 
campo vectorial. Presente ejemplos. 


2.6.3. En cada caso, si existe, encuentre una ecuación + = f(x) tal que todo 
real sea un punto fijo; tal que todo entero sea punto fijo y no tenga otros 
puntos fijos; tal que tenga precisamente tres puntos fijos todos estables; tal 
que no tenga puntos fijos; tal que tenga precisamente 20 puntos fijos. 


2.6.4. Resuelva analíticamente la ecuación logística por separación de variables 
y fracciones parciales; y/o mediante la substitución w = 1/N. 


2.6.5. Las soluciones de una ecuación diferencial y = f(x) en una dimensión 
no pueden ser periódicas. Suponga que 1' es el período y encuentre una con- 


tradicción considerando 
Profa 
0 dt 


2.6.6. En el ejemplo de la cuenta amortiguada se aproximó una ecuación de 
segundo orden por una ecuación de primer orden. Aunque el argumento es co- 
rrecto, el tema de las condiciones iniciales requiere explicación. Las ecuaciones 
de segundo orden tienen dos condiciones iniciales independientes, en este caso 
el ángulo inicial ¿(0) y la velocidad angular inicial N(0) = $. Mientras que la 
aproximación usada tiene sólo una condición inicial. En el Capítulo siguiente 
se estudiarán los sistemas de segundo orden, con detalle, pero por ahora es 
posible considerar un sistema de dos ecuaciones $! = Q y Y = (f(6) —- O)/e, 
en la cual hemos escrito f($) = sen p(y cos p — 1). El concepto de campo vec- 
torial acá corresponde al plano p, (2 como se ilustra en la Figura 2.50. En cada 
punto el vector (phi”, Q” se interpreta como la velocidad y el concepto de flujo 
adquiere más sentido. En la Figura 2.50 la curva C' corresponde a los puntos 
para los cuales Q = f((). La aproximación de primero orden corresponde a los 
puntos que se mueven a lo largo de la curva C. Interpretar lo que ocurre para 
los puntos iniciales que están por fuera de la curva. 
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C:f(0)-2=0 


Figura 2.50: Paradoja de condiciones iniciales 


me, ] 


Flujos en Dos Dimensiones 


De forma gradual se pasa a dos dimensiones. Aunque todavía es elemental, ya 
empiezan a aparecer los primeros elementos de situaciones más complejas, por 
ejemplo, las oscilaciones y los ciclos límite. Se inicia con los sistemas lineales lo 
que permite presentar situaciones genéricas válidas para cualquier número de 
dimensiones en un caso de fácil comprensión. Se procede luego al caso general 
no-lineal. Los ciclos límite, una característica netamente no-lineal se estudian 
luego y se termina con el estudio de bifurcaciones. Este capítulo es tomado de 
principalmente de Strogatz [1994] y de Hirsch et al. [2004]. 


3.1. Sistemas Lineales 2D 


3.1.1. Introducción 


La nomenclatura que se usará para el sistema acoplado de dos ecuaciones 
diferenciales ordinarias es 


T=azx+by 
y = cx +dy. 
En forma matricial 
x=Ax, 


tdo 


Un truco elemental permite expresar un sistema de orden mayor como un sis- 
tema de ecuaciones. Lo ilustramos con el caso particular del oscilador armónico 
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simple, muy conocido en física elemental. Se obtiene de aplicar la segunda ley 
de Newton para una partícula de masa m sometida a una fuerza elástica lineal 
con constante k, 


mi =-—kxz, 


que se puede escribir como un sistema de dos ecuaciones de primer orden, 
usando la definición de velocidad y expresando la aceleración como la derivada 
de la velocidad, 


DA: “Y 


A 
= me = W IT. 


En la Figura 3.1 se ilustra el campo vectorial y el espacio de fase correspon- 
diente. Note que el espacio de fase es el plano bidimensional, cualquier punto 
representa una posición y una velocidad de la partícula, nuestro sistema se ca- 
racteriza por el vector (x,v). En cada instante, t, el sistema de ecuaciones nos 
describe la evolución del sistema, cómo va a ser el sistema en el tiempo futuro, 
t + dt, mediante el vector (v, —w*x) = (2,0). El campo vectorial corresponde a 
la asignación de un vector a cada punto, este vector tiene como componentes 
las derivadas con respecto al tiempo de cada una de las coordenadas del espa- 
cio de fase. Si se usa la terminología del flujo, al vector derivada se le designa 
como un vector velocidad. El término acá tiene un sentido más general que el 
de la velocidad de la partícula y se entiende como la velocidad del sistema, el 
vector que indica la magnitud y dirección del cambio del sistema en el espacio 
de fase. Cada punto es transportado por el flujo, de acuerdo al vector velocidad 
indicado en el campo vectorial correspondiente. 


En el cuadro de la derecha de la Figura 3.1 se presenta el esquema de va- 
rias trayectorias asociadas a diferentes condiciones iniciales. Las trayectorias 
son cerradas, al rededor del origen. El origen es un punto fijo. Estas trayec- 
torias en el espacio de fase corresponden a comportamientos bien reconocidos 
del oscilador simple. El origen corresponde a un equilibrio estático. Las tra- 
yectorias cerradas a oscilaciones o movimientos periódicos. La descripción del 
movimiento periódico es interesante, cuando el resorte está más comprimido 
el desplazamiento es mínimo (más negativo), la velocidad cero, corresponde al 
punto cuando el sistema cruza el eje x en el extremo izquierdo de la trayectoria 
cerrada en el espacio de fase. En tal punto, la fuerza (aceleración) es máxi- 
ma, lo que corresponde a que el campo vectorial es hacia arriba y de máxima 
magnitud. A medida que gira, la partícula adquiere velocidad y se acerca en 
posición al origen (cero fuerza elástica), pero la velocidad es máxima, por tanto 
lo sobrepasa e inicia un ciclo de extensión. De igual manera se puede describir 
el resto del movimiento. 
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v v 
e 
AS 
a ¡E 
A 


Figura 3.1: Esquemas del campo vectorial y diagrama de fase de un oscilador 
armónico simple en dos dimensiones 


Otro caso particular que permite analizar el comportamiento del sistema en 
función de los posible valores de un único parámetro, a, corresponde a dos 
ecuaciones desacopladas, 


rt = az 


La solución es directa, » = xpe% y y = yoe *. La Figura 3.2 ilustra las trayec- 
torias en el espacio de fase para diversos valores del parámetro a. 


Cuando a < 0 todas las trayectorias van al origen, la dirección por la que se 
acercan depende de como es a en comparación con —1; tanto x como y van a 
cero, pero una de las dos va más rápido, las trayectorias se vuelven tangentes 
a la dirección que decae más despacio. Igualmente si se miran las trayectorias 
invertidas, cuando t > —oo, se vuelven tangentes a la dirección que decrece 
más rápido. En este caso (a < 0), el origen es estable. 


Cuando a > 0 la variable x tiende a infinito, el origen es inestable, aunque 
sigue siendo un punto fijo. De hecho, si la condición inicial está sobre el eje 
y, la trayectoria tiende al origen, pero basta un pequeño error para que la 
trayectoria tienda a infinito. El origen se denomina en estos casos un punto de 
ensilladura. El eje y es la variedad estable y el eje x la variedad inestable. En 
la siguiente sección se explica mejor esta terminología. 


3.1.2. Lenguaje de Estabilidad 


Definición 3.1.1. V*(x*), la variedad estable de x*, es el conjunto formado por 
todas las condiciones iniciales cuyas trayectorias tienden a x* cuando t > 00. 
V*(x*) = [z € Rx(0) =2, lím+ 00 x(t) = x*] 
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(4) a<-1 (b) a =-1 (c) -1<a<0 
l y) KN 
+ a 9 
TENA 
(d) a=0 (e) a>0 


Figura 3.2: Esquemas del diagrama de fase de dos ecuaciones desacopladas, 
T = ax, Y = —y para diferentes valores del parámetro a 


Definición 3.1.2. V'(x*), la variedad inestable de x*, es el conjunto formado 
por todas las condiciones iniciales cuyas trayectorias tienden a x* cuando t > 
oo. V(x*)=(2€R? | x(0)=2, lím¿,-0 x(t) =x*) 


Aunque suena extraño a primera vista, una trayectoria típica se acerca a la 
variedad inestable cuando t > oo y a la variedad estable cuando t > —oo. 


Un punto fijo x* es estable según Lyapunov si todas las trayectorias que em- 
piezan suficientemente cerca de él, permanecen cerca todo el tiempo: 


Definición 3.1.3. Un punto fijo x* es estable según Lyapunov si para todo 
e > 0, existe un Y > 0 tal que |[Ix(0) — x*|| < 8 implica que para todo t > 0 se 
tiene |Ix(t) — x*|| < e. 


Es decir, trayectorias que empiezan a menos de d de x*, permanecen a menos 
de e de x* para todo tiempo positivo. 

Un punto fijo x* es un atractor si todas las trayectorias que empiezan cerca a 
él, tienden a él cuando t > 00: 


Definición 3.1.4. Un punto fijo x* es un atractor si existe un ó > O tal que 
se tiene lím, 32 x(t) = x* siempre que |Ix(0) =x*||<ó. 


Un punto fijo que es estable según Lyapunov pero no un atractor se llama 
neutramente estable. Un punto fijo que es estable según Lyapunov y además un 
atractor se llama estable asintóticamente. La Figura 3.3 presenta un esquema 
de estas definiciones. 
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radio = $ radio =€ 


Atractor 


Estable según Lyapunov 


Figura 3.3: Ilustración de los conceptos de estabilidad según Lyapunov y de 
atractor 


3.1.3. Exponencial de una matriz 


Buena parte del material de esta sección es general para cualquier número de 
dimensiones [Hirsch et al., 2004]. Si A, es un autovalor de la matriz A y vj es 
su correspondiente vector propio, es decir det(Avi¡ — A1D) =0 y Avi = Ayvi, 
una solución (satisface la ecuación diferencial, no necesariamente la condición 
inicial) del sistema x = Ax es de la forma 


x(t) = ey. 

Como se puede verificar directamente 
xXx = Me yy 
et v 
= eMtAy; 
Ae Mty; 


= Ax 


En los casos de autovalores complejos se usa la formula de Euler (exp(10) = 
cos O +1 sen 0) para calcular el exponencial. 


Si para el caso n-dimensional se tienen n valores propios diferentes, A1, A2,--* ,An, 
los correspondientes vectores propios son linealmente independientes y por lo 
tanto se tienen n soluciones independientes. Para los sistemas lineales, cual- 
quier combinación lineal de las soluciones es solución, por tanto >” cetv es 
solución para coeficientes arbitrarios cz. Lo que permite pensar que la solución 


de nuestro sistema es x(t) = e*tx(0), como se va a mostrar. 


La exponencial de una matriz se define usando la expansión en series 


ef =exp(A) =I+A+ HA? A+ 00 
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Cuando los vectores propios son linealmente independientes, la matriz A es 
diagonalizable. Sea P una matriz cuyas columnas son los vectores propios de A. 
Entonces, la matriz D = P-'AP es diagonal, con precisamente los autovalores 
de A en la diagonal. En este caso se tiene 


CA = I+4PDP"4+(PDP-5”+4(PDP=")+--- 


= PIP *4+PDP*+4+2PDP *PDP *+2¿PDP *PDP-*PDP ?!+.-.. 


2! 
= Pl+D+ ¿DAD 9] pr 
= PePp-!. 


3! 


La exponencial de una matriz diagonal es la matriz diagonal formada con los 
exponenciales de la diagonal original. En general, si existe una matriz invertible 
P, tal que A = PDP”!, con D no necesariamente diagonal se tiene exp (A) = 
Pexp(D)P"!. 

Hay otros resultados del algebra lineal que son útiles en este contexto [Hirsch 
et al., 2004; p.75-130], entre ellos: 


"= Si AB=BA entonces exp(A + B) = exp(A) exp(B) 

- exp(A) =exp(A)" 

“ exp(AT) =exp(A)" 

- exp(A*) =exp(A)' 

= Si A es simétrica, entonces exp(A) también 

= Si A es antisimétrica entonces exp(A) es ortogonal 

= Si A es autoadjunta o Hermitiana, entonces exp(A) también 
= Si A es antiadjunta entonces exp(A) es unitaria 


= Si A es un autovalor de la matriz A y v es su correspondiente vector 
propio, entonces v también es un autovector de exp(A) con valor propio 
asociado exp(A) 


= SiN es nilpotente de grado k, entonces exp(N) = I+4N+- + -4 EN! 


0 
=B 0 —senf cos f 
de verificar pues los valores propios de A son +26, la matriz cuyas co- 


= SiA= | E | entonces exp(A) = | o: | , COMO Se pue- 


: . 1 |1 1 
lumnas son los correspondientes vectores propios es P = 2 , 
1-1 


con inversa igual a su transpuesta conjugada, P7! = P* 
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A 1 


; ek teM 
= SiA= | 0 | 


0 ME | , como se puede veri- 


| entonces exp(tA) = ] 


ficar pues A = AI +N, con N = | sa | nilpotente de grado 2 


0.0 


Teorema 3.1.1. 


e exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A 


Prueba. 
d o... exp((t+h)A)-—exp(tA) 
E h 
Eee a exp(tA) exp(hA) — exp(tA) 
40 h 
hA) —1 
= exp(tA) lím SOMA = exp(tA)A. 
h=>0 h 


Que el último límite es A se obtiene directamente de definición mediante series 
de la exponencial de una matriz. 


Teorema 3.1.2. El problema de valores iniciales 
x=A(x), x(0)=xX0, 
con A una matriz constante de orden n x n, tiene como única solución 
x(t) = e'Axy 


La prueba es una aplicación directa del anterior teorema. Es ilustrativo veri- 
ficar el caso en el cual la matriz tiene valores propios diferente y por tanto 
es diagonalizable. El vector columna con los coeficientes (coordenadas) para 
expresar xy en términos de la base formada por los vectores propios es P= xp, 
y la matriz cuyas columnas son soluciones asociadas a cada valor propio es 
P exp(D). 


En dos dimensiones, una formula simple para los autovalores es 


A1,2 = Mr IV q? NN 4A), 


donde T = a + d es la traza y A = ad — bc es el determinante de A. No hay 
formulas semejantes para el cálculo de los valores propios en otras dimensiones. 
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y 


Figura 3.4: Esquema del diagrama de fase para la ecuación t = 1 +Y, Y = 
dx — 29. 


3.1.4. Genericidad 


Un resultado muy importante [Hirsch et al., 2004; p. 101], se refiere a que 
entre todas las matrices con coeficientes reales de orden n x n el conjunto de 
las que tienen n valores propios diferentes ocupa un papel fundamental, pues 
este conjunto es abierto y denso. Es decir, la gran mayoría de matrices o tiene 
n valores propios diferentes, o se puede aproximar arbitrariamente mediante 
sucesiones de estas matrices con n valores propios diferentes. 


Otra clase de matrices con un papel protagónico está conformada por las ma- 
trices cuyos autovalores tiene parte real no nula: 


Definición 3.1.5. Una Matriz A es Hiperbólica si ninguno de sus valores 
propios tiene parte real cero. En este caso se dice que el sistema dinámico 
x = A(x) es Hiperbólico. 
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Nodos Inestables 


72-4A=0 


Espirales Inestables 


Puntos de Silla 


Espirales Estables 


Puntos Fijos 


No-Aislad: 
lo-Aislados Estrellas, 


A Nodos Degenerados 


Nodos Estables 


Figura 3.5: Diagrama de clasificación de los diferentes comportamientos 
asintóticos de las soluciones del sistema lineal de dos ecuaciones lineales di- 
ferenciales ordinarias según los valores de los parámetros. Los valores propios 
de la matriz son A 2 = Mr + y7*—4A). El determinante A y la traza 7 se 
calculan mediante, A= A142 =ad— be, 7 =A +42 =a+d 


3.1.5. Clasificación en 2D 


El origen es el único punto fijo aislado en los sistemas lineales. Como puede 
deducirse de la formula de la solución en términos de la exponencial de la 
matriz, Su estabilidad depende de los valores propios. En particular si la parte 
real es negativa, positiva o cero. En caso de valores propios complejos se tienen 
espirales si la parte real es diferente de cero y trayectorias cerradas si la parte 
real es cero. La fórmula para los valores propios en el caso de dos dimensiones 
hace fácil la clasificación. El primer criterio se refiere a si los valores propios 
son complejos, reales y diferentes, o reales y repetidos. Todo depende del valor 
del discriminante, 7? — 4A. En cada caso se puede decir más, dependiendo 
si la parte real es positiva o negativa. La Figura 3.5 ilustra muy bien esta 
clasificación. 


1. Valores propios complejos con parte imaginaria diferente de 0, si 7? — 


¿JA<0 


= Si7 <0O, la parte real de los dos valores propios es negativa, por lo 
tanto el origen es un sumidero en espiral, también se le dice espiral 
estable, es decir el origen es estable (ver ejemplo en Figura 3.8). 
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Figura 3.6: Esquem 
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Autovector Lento 


Autovector Rápido 


as del diagrama de fase para un nodo, A¡ < A2 < 0. 


= Si7 >0, la parte real de ambos valores propios es positiva, por 
tanto el origen es una fuente en espiral, también se le dice espiral 


inestable, es 


decir el origen es inestable (ver ejemplo en Figura 3.8). 


= Si7T =0, la parte real de los dos valores propios es cero, ambos 
son imaginarios puros y se tiene un centro. En este caso el origen es 
neutramente estable (ver ejemplo en Figura 3.1). 


2. Valores propios reales y diferentes si 71? —4A >0 


"= Si A < 0 se tiene un valor propio negativo y uno positivo, pues 
A < A142, luego el origen es un punto de silla (Figura 3.4 y Figura 


3.9). 
"SiA>O0y 


viamente 7? 
por tanto 7” 
también se 1 


"SiA>0y 


T < 0 ambos valores propios son negativos pues ob- 
> 712? 4A > 0, lo que implica |r| =—7>Y472—4A y 
y 72 — 4A < 0. Luego, el origen es un sumidero (real), 
lama nodo estable ( Figura 3.9). 


T > 0 entonces ambos valores propios son positivos, 


como se puede ver de un análisis semejante al del caso anterior(7? > 


7? —4A, po 


r tanto 7 > Y72?—4A > 0). El origen es entonces una 


fuente (real), también se le dice un nodo inestable (ver ejemplo en 


Figura 3.9). 
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Autovector 


Figura 3.7: Esquemas del diagrama de fase para un nodo degenerado. 


A O O O A 


del AE 


Figura 3.8: Esquema del diagrama de fase, nulclinas y algunas trayectorias para 
dos espirales, izquierda un sumidero + = —y, y = 2x — y, y derecha una fuente 
T=LY4,Yy=22. 


= SIA=0y7 X0 al menos un valor propio es cero, por tanto no 
hay puntos fijos aislados (ver ejemplo en Figura 3.2). Todo el plano 
es punto fijo si A =0 


3. Valores propios reales y repetidos si 7? — 4A = 0. En este caso se dice 
que hay un Nodo Degenerado cuando hay un sólo autovector Linealmente 
Independiente (ver Figura 3.7), si hay dos autovectores vectores lineal- 
mente independientes se denomina punto fijo tipo estrella (ver ejemplo 
en Figura 3.2). 
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Ni did ywzrie 
V 


ANETTE A 


Figura 3.9: Esquemas del diagrama de fase, nulclinas y algunas trayectorias 
para diferentes casos: a la izquierda un nodo sumidero ¿ = —x, y = 1 —2y, en 
el medio un nodo fuente 1 = 21 + y, Y = Y y a la derecha un punto de silla 
T=-—+Y, Y = 2 + 2y, en este caso también se muestran las divisorias. 


3.2. Espacio de Fase, 2D 


3.2.1. Diagramas de Fase 


La forma general de un sistema dinámico en dos dimensiones es 


di = fi(x1,t2) 
da = falx1,m2), 
que en forma vectorial es 
x=Ex) (3.1) 
X 


x(1) 


Figura 3.10: Esquema para ilustrar la interpretación del diagrama de fase como 
un campo vectorial del cual se puede deducir la trayectoria a partir de la 
velocidad y la posición 


La interpretación del espacio de fase como un campo vectorial en el cual a 
cada punto (en este caso del plano) se le asigna un vector (con componentes 
las respectivas derivadas temporales) es fundamental. Cada punto se puede 
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Figura 3.11: Puntos fijos, trayectorias, órbitas, ciclos límite 


pensar como una posición inicial. La solución del sistema de ecuaciones con esa 
posición inicial da origen a una trayectoria. El vector cuyas componentes son 
las derivadas temporales se interpreta como un vector velocidad que por tanto 
es tangente a la trayectoria. El interés es en el sistema dinámico completo, por 
lo tanto se mira la colección completa de posibles trayectorias (Figura 3.10). 


Como se indicó en el Capítulo 2, los puntos fijos son de especial importancia. 
Corresponden a las raíces del sistema de ecuaciones que se obtiene de igualar a 
cero el lado derecho de la Ecuación (3.1). Por tanto, la derivada se anula en estos 
puntos, de allí su nombre, no cambian. Si la condición inicial corresponde a un 
punto fijo, la solución permanece contante. La pregunta sobre si estos puntos 
fijos atraen condiciones iniciales vecinas, o las repelen, corresponden al análisis 
de estabilidad y sigue vigente. De particular interés son también las órbitas 
cerradas, que corresponden a comportamiento periódico, que encontramos en 
el caso lineal con los centros, y que en general juega un papel fundamental con 
los llamados ciclos límite que vamos a encontrar más adelante. La Figura 3.11 
ilustra algunos de estos casos. 


Un concepto importante que facilita el estudio del espacio de fase es el de 
nulclinas. Que corresponden al lugar geométrico de los puntos para los cuales 
se anula alguna de las componentes del vector con componentes las derivadas 
respecto al tiempo. En el plano, son las curvas donde bien sea 7 =0, o y =0. 
En las nulclinas el flujo es puramente vertical (+ = 0), o puramente horizontal 
(y = 0). En la Figura 3.12 se ilustran las nulclinas del sistema 1 = 1 +eY, 
y = —y. El flujo es vertical en la curva 1 = x +e”Y = 0, y horizontal en y = 
—y = 0. Cada nulclina parte el plano en dos regiones, en una la correspondiente 
derivada será positiva y en la otra negativa. Al considerar simultáneamente 
ambas nulclinas el plano se parte en cuatro regiones según el signo de las 
dos derivadas. Esta información por si sola aporta un ingrediente básico para 
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Figura 3.12: Nulclinas para el sistema 1 =x+e€e Y y =-—y 


la construcción del campo vectorial o diagrama de fase. Para completar el 
diagrama probablemente sea necesario recurrir a cálculos más detallados, como 
se ilustra en la Figura 3.13. 


Existencia y Unicidad 


El teorema de existencia y unicidad que se había enunciado en el caso unidimen- 
sional es también válido para n dimensiones y tiene consecuencias importantes. 


Teorema 3.2.1. £l problema de valores iniciales 
x=f(x%), x(0)=x0 


tiene una única solución en un intervalo abierto (—T,T), si tanto f como todas 
sus derivadas parciales Of¡/0x;, i,j =1,--- ,n son continuas en un conjunto 
abierto que contiene a Xq 


La unicidad prohíbe la intersección de trayectorias diferentes, pues habría 
múltiples trayectorias iniciando de un mismo punto común (el punto de corte), 
como se ilustra en el lado de la izquierdo de la Figura 3.14. Esto no excluye 
las trayectorias cerradas, que son una sola trayectoria. Pero en el plano si hay 
consecuencias topológicas importantes. En el lado derecho de la Figura 3.14 
se ilustra una trayectoria en el interior de una trayectoria cerrada, que por 
lo tanto debe permanecer en interior por siempre. Si hay algún punto fijo en 
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Figura 3.13: Diagrama de fase para el sistema 1 =x+e€"Y, y =-—y 


Figura 3.14: Esquemas sobre imposibilidad de intersección de trayectorias y 
sobre trayectorias al interior de una trayectoria cerrada 
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Figura 3.15: Ejemplo hiperbólico en el cual la linealización predice adecuada- 
mente la estabilidad de los puntos fijos: ¿ =—«w+a%, y =-—2y 


el interior de la trayectoria cerrada, una trayectoria del interior puede obvia- 
mente acercarse a él. Pero si no hay puntos fijos en el interior, la trayectoria 
no puede divagar eternamente. El Teorema de Poincaré-Bendixson prueba que 
eventualmente debe acercarse a una trayectoria cerrada. 


Linealización 


El análisis de estabilidad lineal también se extiende al caso de varias dimen- 
siones, solo hay que hacer más precisa la condición de aplicabilidad. 

Sea x* un punto fijo del sistema (3.1) y z(t) = x(t) — x* la perturbación 
al rededor de tal punto fijo. Estas perturbaciones crecen o decaen según la 
ecuación z = Xx =f(x* +2). Que se puede estudiar usando serie de Taylor, 


E +z) =f(x%) +3(£,x%)2 + O(2?), 


donde J(f,x*) es la matriz Jacobiana de f, evaluada en x*. Es decir que tiene 
por componentes 0 f,/0x; evaluadas en x*. Si J(f, x*) es hiperbólica la solución 
de la ecuación lineal z = J(f,x*)z define la estabilidad de acuerdo al análi- 
sis lineal. Este es el teorema de Hartman-Grobman, importante resultado del 
estudio de sistemas dinámicos. Si no se cumple la condición, los términos no 
lineales no son despreciables y se requiere un análisis posterior. 


El sistema + = —x + 2%, y = —2y, ilustrado en la Figura 3.15 es hiperbólico en 
los tres puntos fijos (—1,0), (0,0) y (1,0), la matriz Jacobiana es 
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Figura 3.16: Caso en el cual no aplica el análisis lineal, un centro no hiperbólico 
se perturba a una espiral ¿ = —y + ax(2? + y?), y =x+ay(2? + y?) 


y -1+31? 0 
| 0 sl 


En el origen el sistema lineal indica un nodo estable, que como es hiperbólico 
también lo es para el sistema nolineal. Los otros dos puntos fijos son puntos 
de silla, también hiperbólicos que por tanto su carácter se mantiene para el 
sistema no lineal. 


La condición de que la matriz Jacobiana sea hiperbólica en el punto fijo es 
fundamental, como lo ilustra el análisis del siguiente sistema + = —y+ax(1?+ 
y2), y = x + ay(2? + y?). La aproximación lineal predice que el origen es un 
centro para todo a. El sistema linealizado es  = —y, y = t. Pero en realidad 
el origen no es un centro para el sistema no lineal, incluso con valores muy 
pequeños de a, como se puede ver si se transforma el sistema a coordenadas 
polares, + = ar?, 0 = 1. La Figura 3.16 ilustra el diagrama de fase para tres 
casos del parámetro a. 


La conclusión es que los centros son frágiles, la trayectoria cerrada exige que 
después de un ciclo la trayectoria cierre exactamente, cualquier perturbación, 
por pequeña, como puede ser una perturbación no—lineal, la transforma en una 
espiral. 

Para formalizar, el concepto de sistema hiperbólico se extiende a los sistemas 
no lineales mediante 


Definición 3.2.1. Si la parte real de todos los autovalores de matriz Jacobiana 
en un punto es diferente de cero, el sistema se denomina hiperbólico. 


El teorema de Hartman-Grobman establece además que el diagrama de fase 
cerca a un punto fijo hiperbólico es equivalente topológicamente al diagrama 
de fase del sistema linealizado. En particular, la estabilidad de los puntos fijos 
se representa fielmente. La equivalencia topológica en este contexto significa 
que hay un homeomorfismo (una función continua, con inversa continua) que 
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relaciona un diagrama de fase local con el otro, tal que las trayectorias se 
mapean en trayectorias y la dirección y el sentido del tiempo se preservan. 
Además, el teorema establece una clase de estabilidad más fundamental, la 
llamada estabilidad estructural. Los sistemas hiperbólicos no cambian su esta- 
bilidad si el sistema mismo sufre perturbaciones, es decir, si el lado derecho de 
la Ecuación (3.1) se cambia por g(x), con f cercano a g el flujo resultante es 
estructuralmente estable. 


Esto es particularmente importante, pues cualquier sistema real se aproxima 
mediante un modelo, es decir, se dejan de lado aspectos de la realidad que 
se consideran en algún sentido despreciables. Pero es necesario verificar si el 
carácter asintótico de la solución no cambia debido a la aproximación. Un 
modelo para el cual esta condición no se cumpla no es muy útil para estudiar 
la realidad. Para ilustrar con un ejemplo, el modelo del movimiento de un móvil 
terrestre en la gran mayoría de casos ignora la atracción de Saturno. El teorema 
de Hartman-Grobman establece que tales aproximaciones son legítimas. 


Un diagrama de fase es estructuralmente estable si su topología no cambia 
por pequeñas perturbaciones al campo vectorial. Por ejemplo, un punto de 
silla es estructuralmente estable, pero un centro no. Una pequeña dosis de 
amortiguación transforma un centro en una espiral. 


3.2.2. Ejemplos 
Modelo Lotka-Volterra de Competencia 


Corresponde a una ligera generalización del ejemplo de la curva logística de 
crecimiento al introducir dos especies que compite. El modelo asume que ca- 
da especie crecerá hasta su capacidad de soporte en ausencia de competencia 
(modelo logístico). Una de las especies (conejos) tiene mayor tasa de creci- 
miento. Las dos especies compiten por el mismo recurso, en este caso pastura. 
La competencia es proporcional al tamaño de cada población, el efecto de la 
competencia puede ser diferente para las distintas especies (los conejos sufren 
más). 

Si x representa la población de conejos y y la de ovejas, un modelo para repre- 
sentar lo anterior es 


í=x(3-—x-— 2y) 
y =y(2- xy) 


El sistema tiene 4 puntos fijos: P, = (0,0), pz = (0,2), Pz = (3,0), P4 = (1,1), 
El Jacobiano es 
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Figura 3.17: Diagrama de fase para el modelo Lotka-Volterra de Competencia 


dd 0 a li: 2% 
al En =y 2-x-2y 


La substitución de x y y para cada uno de los puntos fijos en la matriz jacobiana 
y el análisis de los correspondientes valores propios permite concluir que el 
origen (P,) es inestable, tanto Pa como P3, que corresponden a una sola de 
las especies presentes son estables, y Py es un punto de silla. Como la matriz 
jacobiana en todos estos puntos es hiperbólica, la estabilidad del análisis lineal 
se aplica para el sistema nolineal. La Figura 3.17 ilustra este análisis y además 
introduce el concepto de línea divisoria y cuenca para cada uno de los puntos 
fijos estables. 


Sistemas Conservativos 


En muchas aplicaciones de la segunda ley de Newton, F" = mz, la fuerza viene 
de un potencial, es decir F(x) = —dV/dx. En estas circunstancias es posible 
deducir conservación de energía, se multiplica la ecuación por 1 a ambos lados 
para obtener mid +1dV/dx = 0, lo que implica que Imái?+V (2) =Cte, puesto 
que su derivada con respecto al tiempo es cero. 

Este caso se puede generalizar, se dice que un sistema es conservativo si existe 
una función E(x) que es constante a lo largo de trayectorias. Para evitar tri- 
vialidades la función no debe ser constante en conjuntos abiertos, pues casos 
como E(x) = 0 implicaría que todo sistema es conservativo. 


Un sistema conservativo no puede tener atractores. Como E(x) es contante 
a lo largo de cualquier trayectoria, lo que implica que todos los puntos en la 
cuenca de atracción de eventual atractor tienen la misma E(x) lo que viola la 
definición. 

Para ilustrar estas ideas considere un potencial V (1) = — La? + jet. El sistema 
de ecuaciones que resulta es +=, ú =x— a”, que tiene los siguientes puntos 
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fijos: (0,0), (+1,0) y la siguiente matriz jacobiana 


0 1 
dla de 


Para esta matriz, en (0,0) se tiene A = —1, luego el origen es una silla. En 
+1,0), se tiene 7 = 0, A = 2, luego el análisis lineal indica centros. Aunque 
tenemos la advertencia los centros son frágiles, resulta que en sistemas con- 
servativos los mínimos de la cantidad conservada están rodeados por órbitas 
cerradas, lo que da origen a centros nolineales. 


OS 


Teorema 3.2.2. Sea x = f(x) un sistema conservativo, f continuamente di- 
ferenciable, y x* un punto fijo aislado. Six* es un mínimo local de la función 
de energía, entonces todas las trayectorias suficientemente cercanas a x* son 
cerradas. 


El teorema también es válido para máximos locales, basta substituir E(x) por 
—E(x), el máximo se convierte en un mínimo y el teorema aplica. 


Para el ejemplo, las curvas de igual energía, que corresponden a trayectorias, 
se ilustran en la Figura 3.18. El sentido de las órbitas se puede deducir si se 
considera el vector conformado por las derivadas en un punto, digamos el eje 
y. Excepto por los puntos fijos y las dos órbitas que empiezan y terminan en el 
origen todas las trayectorias corresponden a órbitas cerradas. Las dos órbitas 
especiales se denominan homoclínicas, porque empiezan y terminan en el mismo 
punto fijo. Aunque se abusa del lenguaje. Realmente no empiezan en el punto 
fijo, pues en tal caso allí permanecerían. Tampoco llegan nunca, porque tardan 
un tiempo infinito. Estas trayectorias homoclínicas no son cerradas, realmente 
tienen un hueco en el punto correspondiente al punto fijo. 


Sistemas Reversibles 


El siguiente ejemplo muestra que los centros de sistemas reversibles son también 
robustos. Hay varios sistemas para los cuales la dinámica es la misma, sea que 
el tiempo corra hacia adelante o hacia atrás. 

Por ejemplo, en sistemas mecánicos de segundo orden, con la segunda variable 
(y = 2) igual a la derivada de la primera, si se tiene la simetría t + —ty y + —y 
el sistema es un sistema reversible. Para esta simetría se requiere que f sea 
impar y y par en y, es decir y = f(x,y) =-—f(x,-y) y y = g(u,y) = g(x, —y). 
Esto se puede generalizar mediante 

Definición 3.2.2. Considere cualquier mapa R(x) del espacio de fase a él 


mismo que satisfaga R?(x) =x. Entonces el sistema x = f(x) es reversible si 
es invariante ante el cambio de variables t > —t, y x + R(x) 


3.2. ESPACIO DE FASE, 2D 69 


Figura 3.18: Centros no lineales en un sistema conservativo y órbitas Homoclíni- 
cas 


Para estos sistemas se tiene un teorema sobre centros nolineales semejante al 
que se tiene para sistemas conservativos. 


Teorema 3.2.3. Si el origen x* =0 es un centro lineal para el sistema rever- 
sible y continuamente diferenciable x = f(x), entonces, suficientemente cerca 
al origen todas las trayectorias son cerradas. 


El teorema se puede entender considerando que cerca al origen las curvas tienen 
la tendencia a rotar, a causa del carácter de centro en el sistema lineal, por 
el carácter de reversibilidad la órbita se cierra. La Figura 3.19 ilustra esta 
situación. 

El sistema + =y—a?%, y = —a—y? ilustra estas ideas. Es fácil verificar que este 
sistema es reversible. Los puntos fijos son el origen (0,0) y los puntos (—1,1) y 
(-1,—1). La matriz jacobiana en estos puntos corresponde respectivamente a 
un centro y dos puntos de silla. De acuerdo al teorema, el origen es un centro 
nolineal. La Figura 3.20 muestra el diagrama de fase. En este caso se tienen 
dos trayectorias Heteroclínicas, que unen los dos puntos de silla. Al interior de 
las dos órbitas heteroclínicas se tienen órbitas cerradas al rededor del origen. 
El nombre de heteroclínica se refiere a que une dos puntos fijos diferentes. 
Aunque es conveniente advertir que se abusa del lenguaje, los puntos fijos no 
pertenecen a la órbita heteroclínica. 

Otro ejemplo es el sistema x = —2c08sx — COSY, Y = —2c08y — Cos x, que 
es reversible pero no conservativo. El sistema es invariante ante la transfor- 
mación t > —t, y x + R(x) = (-x,—y). Los puntos fijos del sistema son 
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Figura 3.19: Sistemas reversibles. En el cuadro de la izquierda se ilustra que una 
porción de trayectoria tiene una imagen con respecto al eje x con la dirección 
invertido. En el cuadro del medio se tiene una trayectoria que inicia y termina 
en el eje x al rededor de un centro, lo que da origen por la reversibilidad a una 
órbita cerrada en el cuadro derecho 


Figura 3.20: Centro no lineal y dos Órbita heteroclínicas en un sistema rever- 
sible 
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Figura 3.21: Un sistema reversible, no conservativo con dos sillas, un nodo 
inestable y uno estable 


(+7/2, +7/2), dos sillas, un nodo estable y uno inestable. La presencia de un 
punto fijo estable muestra directamente que el sistema es no conservativo. En 
este caso no hay centros. En la Figura 3.21 se presenta el diagrama de fase. 


Péndulo 


Probablemente es primer sistema nolineal que se encuentra en un curso de física 
elemental es el péndulo, con ecuación Ó + sen 0 = 0 que es la forma adimensio- 
nal de d9?/d7? + (g/L) sen0, con w = yg/L, t =w"7. En este caso no se tiene 
amortiguación, ni forzamiento externo. También es probable que en los trata- 
mientos elementales se haya hecho la aproximación sen — 6. Aquí interesa el 
sistema nolineal. 


En forma de sistema de dos ecuaciones se tiene Ó =v y ú = —sen0. Donde y es 
la velocidad angular adimensional. Los puntos fijos son (kr, 0), con k cualquier 
entero. El jacobiano en el origen (k = 0) es ((0,1),(-1,0)) y por tanto es 
un centro lineal. Ahora, el sistema es conservativo y reversible. La función de 
energía es E(0, v)) = zu? — cos O, que tiene un mínimo en el origen y por tanto 
el origen es un centro nolineal. La transformación t > —t, v > —u deja el 
sistema invariante y por tanto es reversible. El punto fijo (7,0) es un punto de 


silla. La Figura 3.22 muestra el diagrama de fase. 
Espacio de fase cilíndrico 


La periodicidad de los ángulos hace natural enrollar el diagrama de fase en un 
cilindro, como se ilustra en la Figura 3.23. Aunque el teorema garantiza que el 
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Figura 3.22: Diagrama de fase para el péndulo 


Sentido Sentido 
Horario Antihorario 


Figura 3.23: Espacio de fase cilíndrico para el péndulo 
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Figura 3.24: Amortiguación 


sistema lineal cerca al origen y el sistema no lineal son conjugados y por tanto 
los centros se mantienen, la perturbación no lineal debida a una amortiguación, 
por pequeña que sea, destruye el centro y produce una espiral, como se ilustra 
en la Figura 3.24. 


3.3. Teoría de Índices 


3.3.1. Definición y Propiedades 


En la sección 3.1 se estudió la linealización que proporciona muy importante 
información sobre los sistemas dinámicos no lineales en la vecindad de puntos 
fijos con matriz jacobiana hiperbólica. Esencialmente la linealización es un 
método local, cerca al punto fijo mira el sistema con lupa, y establece que 
la aproximación lineal es buena, bajo las condiciones indicadas. El teorema 
Hartman-Grobman no sólo establece la aproximación (los dos sistemas son 
conjugados) y el carácter de la estabilidad ante pequeñas perturbaciones de 
las condiciones iniciales, sino que también establece la estabilidad estructural, 
ante perturbaciones del sistema mismo. Pero el método tiene las limitaciones 
propias de la condición de hiperbolicidad. Si esta no se cumple, la linealización 
no aporta información, como se vio con diversos ejemplos. 


En contraste, en esta sección se va a presentar la teoría de índice, un método 
global desarrollado por Poincaré que aporta información muy importante acer- 
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Figura 3.25: Ejemplo de Índice, lo =1 


ca de preguntas tales como si una trayectoria cerrada siempre debe encerrar 
un punto fijo, en tal caso qué tipos de puntos fijos caben, qué tipo de puntos 
fijos pueden colisionar en las bifurcaciones, qué se puede decir sobre puntos fi- 
jos de orden mayor, y si es posible descartar trayectorias cerradas bajo ciertas 
condiciones. 


Definición 3.3.1. El índice de una curva cerrada simple C, que no se inter- 
cepta con si misma y no pasa por puntos fijos, es un entero que mide el número 
de vueltas (sentido anti—horario) de un campo vectorial al rededor de C. 


Sea x = f(x), un campo vectorial suave. En cada punto x = (x,y), el vector 
f(x) = (7, y) hace un ángulo con el eje x, dado por $ = arctan(y/2). A medida 
que x cambia a lo largo de la curva C, el ángulo y cambia suavemente, y al 
completar un giro completo ¿ retorna a su valor inicial. Sea [p]c el cambio neto 
en f a lo largo de un circuito. El índice de C es lc = [H]0/(27). 


Note que en la definición C no necesariamente es una trayectoria, aunque tam- 
poco se excluye esa posibilidad. 


Para calcular el índice sólo se requiere conocer el campo vectorial al rededor 
de la curva C. Una manera práctica para determinar el índice es enumerar los 
vectores en sentido anti-horario y trasladarlos sin cambiar su dirección a un 
punto para facilitar el cálculo del cambio neto de dirección. En las Figuras 
3.25, 3.26 y 3.27 se presentan ejemplos ilustrativos. 


Propiedades 


= Si C puede ser deformada continuamente a C' (transformación homeotópi- 
ca) sin pasar por un punto fijo, entonces Ig = [c. La función índice, tal 
y como se definió es continua y toma valores enteros, luego debe ser cons- 
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Figura 3.26: Ejemplo de determinación de Índice, lc=-1 


1,5,9 


6, 8 2,4 


3,7 


Figura 3.27: Ejemplo de determinación de Índice del círculo unitario para el 
sistema ¿ = 2%y, y = 2? — y?, la = 0. los vectores utilizados en el cálculo 
fueron seleccionados para facilitar el proceso 
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tante. Note que la hipótesis de que la curva no pasa por puntos fijos es 
importante. 


= Si C no encierra ningún punto fijo, entonces [q = 0. Usando la propiedad 
anterior la curva se puede deformar hasta un círculo muy pequeño, donde 
por ser el campo vectorial suave, todos los vectores tienen casi la misma 
dirección y por tanto el índice es 0. 


= Si todos los vectores se invierten, cambiando t por —t, entonces el índice 
no cambia. El cambio en el tiempo corresponde a un cambio de ángulo 
de pa 9 +T, y por tanto [ó]c no cambia. 


= Si C es una trayectoria del sistema, es decir una trayectoria cerrada, 
entonces lc = 1. Esto es intuitivamente obvio, pues el campo vectorial 
es tangente a la curva en todos los puntos. 


= El índice de un punto fijo aislado se define como igual al de cualquier 
curva cerrada que lo encierra sin encerrar otros punto fijos. 


= Los índices de un nodo estable, un nodo inestables y un punto de silla 
son respectivamente 1, 1 y —1. Las espirales, las estrellas y los nodos 
degenerados también tienen índice 1. Esto muestra que el índice no esta 
determinado con la estabilidad. 


Teorema 3.3.1. Si una curva C rodea n puntos fijos, su índice es la suma de 
los índices de los puntos fijos 


La Figura 3.28 ilustra el método usado para la prueba del teorema. Se deforma 
continuamente la curva, sin cruzar ningún punto fijo, hasta rodear cada punto 
fijo con círculos pequeños conectados con corredores prácticamente paralelos. 
En los corredores la contribución al índice es 0, porque la dirección es opuesta 
en cada rama y se anula. Queda entonces la contribución de los pequeños 
círculos. 


3.3.2. Aplicaciones 


Teorema 3.3.2. Toda órbita cerrada C en el plano de fase debe rodear puntos 
fijos cuyos índices suman +1 


Ya se había establecido que el índice de una trayectoria cerrada es +1, y el 
teorema anterior indica que es igual a la suma de los índices de los puntos 
fijos. Esto implica que debe haber al menos un punto fijo al interior de una 
órbita cerrada y también que un punto de silla no puede ser un único punto 
fijo encerrado por una trayectoria cerrada. 
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Yk 


Figura 3.28: Esquema para ilustrar el teorema sobre el índice de una curva que 
rodea varios puntos fijos 


Con estos resultados es fácil ver que en el ejemplo de la competencia entre 
especies no pueden haber órbitas cerradas. En la Figura 3.29 se muestran los 
puntos fijos con sus respectivos índices, además se muestran posibles ubicacio- 
nes de trayectorias cerradas. La trayectorias tipo C1 son imposibles porque no 
encierran puntos fijos. Las tipo Ca se excluyen por encerrar sólo un punto de 
silla. Por último las tipo C3 o Cx4, que sí encierran puntos fijos con índice +1 
se excluyen porque se cruzan con las trayectorias rectas que van por los ejes. 


Arnold [1973; p. 254] trae un importante desarrollo del concepto de índice que 
se resume a continuación. 


Teorema 3.3.3 (Teorema Fundamental del Algebra). Toda ecuación 
A A O 
tiene al menos una raíz en el plano complejo 


Prueba. El índice del círculo unitario orientado en la dirección anti—horaria en 
el campo complejo voy = 2” es n (ver por ejemplo Figura 3.30). Ahora, si el 
campo es v = 2"+a12"71+...+an y se toma un círculo de radio suficientemente 
grande también tiene índice n. Para ver esto considere la deformación continua 
del campo original dada por v; = 2” + t(ap 2771 +... +4p), con0<t< 1, 
que transforma el campo original, ví; = v al campo voy = 2”. Como el radio 
r es suficientemente grande se tiene r > 1+ la] +...[an| y por lo tanto 
r” > lajlr”=+4...[an| y no hay raíces en el círculo de radio r durante todo el 
proceso de deformación. 


Teorema 3.3.4. Todo mapa suave f : D > D de un disco cerrado D en si 
mismo tiene por lo menos un punto fijo 
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Figura 3.29: No hay órbitas cerradas en el ejemplo de la competencia entre 
especies 


Figura 3.30: Esquema para ilustrar el teorema sobre el índice del círculo uni- 
tario complejo con el campo vectorial v = 2”, para n = 3 
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Prueba. Tome el plano que contiene a D con origen en el centro de D. Los 
puntos singulares del campo v = f(x) — x son los puntos fijos de f. Recuerde 
que los puntos singulares son aquellos en los cuales el campo se anula. Si no 
hay puntos singulares en D, tampoco en el círculo que acota a D, pero este 
círculo tiene índice 1. Para ver esto, considere la deformación continua del 
campo original dada por v¿ = tf(x) — x, con 0 < t < 1, que transforma el 
campo original, ví = v al campo vy = —X. Ahora, este último tiene índice 
1. 


Note que en el caso de una ecuación diferencial x = f(x), sus puntos fijos son los 
puntos singulares de la función f, donde se anula el campo, lo que corresponde 
a los puntos en los que x es fijo, pues x = 0. 


Como indicamos, el índice de una curva es aditivo, dadas dos curvas orientadas 
Y1 y y1 que pasan por el mismo punto, el índice de la curva y¡ + y¡ obtenida 
de recorrer la primera y luego la segunda es igual a la suma de los índices de 
cada una. 


El índice es independiente del sistema de coordenadas. Es decir si se tiene una 
curva y un campo vectorial en un plano, y se aplica un difeomorfismo, el índice 
no cambia. Una consecuencia es que es posible definir el índice de una curva 
en una superficie suave de dos dimensiones, por ejemplo una esfera. 


Considere una esfera unitaria en el espacio euclídeo de 3 dimensiones y el campo 
vectorial definido por la rotación al rededor del eje z, es decir, £ = y, Y = 
—zx, ¿ =0, entonces hay dos puntos singulares, los polos norte y sur, ambos de 
índice +1. Un campo vectorial en una esfera que sólo tiene puntos singulares 
aislados, tiene un número finito de ellos pues la esfera es compacta. La suma de 
los índices de los puntos singulares en una esfera es independiente del campo, 
y por lo tanto igual a +2. Ver Arnold [1973] para la demostración, en la cual 
juega un papel importante la Figura 3.31. Este resultado es el caso particular 
de una situación más general formalizada por el Teorema de Poincaré-Hopff 
que se enuncia en la sección 3.3.3, donde también se calcula la característica de 
Euler (suma de los íncices de los puntos singulares). Una consecuencia de este 
resultado es famoso y se enuncia diciendo que una esfera peluda no se puede 
peinar sin remolinos. 


Una consecuencia de lo anterior es que el número de mínimos, menos el número 
de puntos de silla, más el número de máximos de una función suave definida 
en la esfera con valores reales es siempre igual a 2. Por ejemplo el número de 
picos de montañas, más el número de valles excede en 2 al número de pasos 
de silla. Esto se ve si se considera el campo vectorial definido por el gradiente 
de la función. Si se restringe la atención a una isla, o a un continente, esto es 
a funciones en un disco sin puntos singulares en la frontera la diferencia es 1 
en lugar de 2. En la sección 3.3.3 se demuestra esto, al igual que el teorema 
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Figura 3.31: Esquema para ilustrar el atlas de una esfera. La familia de círculos 
en la esfera tangentes en el punto N se representan en el mapa inferior por una 
familia de líneas paralelas y en el mapa superior por una familia de círculos 
tangentes. Adaptada de Arnold [1973; p. 236] 


de Euler sobre poliedros que dice que para todo poliedro acotado convexo el 
número de vértices, menos el número de aristas, más el número de caras es 
siempre igual a 2. Además se demuestra que la existencia de sólidos platónicos 
está limitada a los cinco conocidos. 


Los argumentos para generalizar estos conceptos son especializados, pero los 
resultados son muy importantes. Por ejemplo, la característica de Euler de una 
variedad (manifold) compacta de dimensión 2, que es la suma de los índices 
de los puntos singulares de un campo vectorial, es independiente del campo 
vectorial. Acabamos de decir que esta característica es 2 para una esfera. Para 
un toro es 0, para un pretzel (rosca con dos huecos) es —2 y para una esfera 
con n asas u orejas es 2 — 2n. 


Lo que sigue es generalizar a variedades de dimensión arbitraria, para lo cual 
hay que definir el índice de un punto singular de un campo vectorial, mostrar 
que es independiente del campo y que depende únicamente de las propiedades 
de la variedad misma. La suma de los índices de los puntos singulares es la 
característica de Euler. Para calcular la característica de Euler es suficiente 
con investigar los puntos singulares de cualquier ecuación diferencial definida 
en la variedad. 


3.3.3. Historia 


Los origenes del concepto de índice se remontan a la solución que Leonhard 
Euler (1707-1873) dió al problema de los siete puentes de Kónigsberg. La ciu- 
dad de Prusia, hoy llamada Kaliningrad, en Rusia, queda sobre el río Pregel 
que tiene dos grandes islas conectadas entre si y a las orillas por siete puentes 
según ilustra la Figura 3.32. El problema era encontrar una ruta para cami- 
nar por la ciudad cruzando todos los puentes una única vez. No es necesario 
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Figura 3.32: Ilustración del problema de los puentes de Kónigsburg. A la 
izquierda adaptación de un mapa de la época de Euler y a la derecha un 
grafo que representa de manera abstracta los puentes con líneas o segmentos 
no necesariamente rectos. Tomada de http: //en.wikipedia.org/wiki/File: 
Konigsberg_bridges.png 


que coincidan el punto de partida y de llegada. Euler resolvió el problema en 
1735 demostrando que tal ruta es imposible. Para esto hizo abstracción de la 
geometría del problema, pues ni las longitudes, ni los ángulos son importantes, 
con esto inauguró la teoría de grafos y la topología. En la parte derecha de la 
Figura se ilustra el esquema o grafo, los puentes están representados por líneas 
y las islas y ambas orillas por puntos, nodos o vértices. 


El argumento de Euler es simple e ingenioso. Siempre que se llega a un punto 
por un puente se está saliendo de otro punto por el mismo puente. Por lo tanto 
en cualquier caminata por el grafo, el número de veces que uno entra a un 
punto (no terminal) es igual al número de veces que uno sale de tal punto. Si 
cada puente debe ser recorrido una única vez, entonces el número de segmentos 
que tocan un nodo no terminal debe ser par, la mitad del número entrando y 
la mitad saliendo. Queda la posibilidad de los dos nodos terminales. En caso 
de que sean diferentes pueden tener un número impar de segmentos que los 
tocan. En conclusión el grafo debe ser conectado y el grado de cada nodo (el 
número de segmentos que lo tocan) debe ser par excepto tal vez por los dos 
nodos terminales que pueden ser impares. Es decir el número de nodos con 
grado impar puede ser únicamente ó 0 ó 2. Para el problema de los puentes, 
los cuatro nodos tienen grado impar, luego el problema no tiene solución. 


Definición 3.3.2. Un grafo es un conjunto finito de puntos, (nodos, o vérti- 
ces), con una colección de segmentos diferentes. Cada segmento une un par no 
ordenado de vértices diferentes. 


Geométricamente los segmentos se pueden representar por curvas continuas 
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Figura 3.33: Esquemas de grafos no planares 


que unen los vértices que los conforman. El esquema de la Figura 3.32 no 
representa un grafo de acuerdo a esta definición porque se requiere que un par 
de vértices esté conectado por cuando más un segmento. Tampoco se aceptan 
segmentos que unan un mismo vértice. Para algunos esta noción corresponde a 
la de grafos simples. Los grafos pueden ser conectados o desconectados (dado 
cualquier par de vértices existe o no una sucesión de segmentos que los una). 
Los grafos pueden ser planares si se cumple que ubicando sus vértices en el 
plano se pueden graficar los segmentos mediante curvas que no se intersectan. 
Si no es posible, el grafo es no planar. Los grafos planares dividen el plano en 
regiones, separadas por los segmentos. Eventualmente puede haber una sóla 
región no acotada. Tales regiones se denominan caras. De manera equivalente 
un grafo es planar si y sólo si puede ser dibujado sobre una esfera sin que se 
crucen sus segmentos. La Figura 3.33 ilustra varios grafos no planares. 


Definición 3.3.3. Un árbol es un grafo conectado sin ciclos. 


Teorema 3.3.5. Para cualquier árbol A, el número de vértices, V, menos el 
número segmentos, S, es 1. 


Prueba. Se procede por inducción. El caso más simple es un único nodo sin 
segmentos, para el cual el resultado es obvio. También para el caso de dos nodos 
unidos por un segmento. Asuma que V — S = 1 para los casos S =0,1,...,n, y 
considere un árbol con n +1 segmentos. Si se remueve uno de los segmentos el 
resultado es un grafo desconectado con dos partes, digamos 41 y 4». Es claro 
que al remover un segmento no se crean ciclos y que no existe otro camino, 
diferente al segmento removido, que una las partes. Por tanto A; y Ax son 
árboles con número de segmentos igual o menor que n. Luego 


V(4) — S(4) [V(A1) + V(42)] — [5(41) + 5(42) +1] 
=  [V(A1) — S(A1)] + [V(A2) - S(A2)] -1=1+1-1=1 


Definición 3.3.4. Dado un grafo G con V vértices, S segmentos y C caras, 
su caractéristica de Huler es 


xXx) =V-S+C. 
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Teorema 3.3.6. La característica de Euler [Euler, 1758a, b] de cualquier grafo 
planar G es 
x(G)=V-S+C=2. 


Prueba. En vista del teorema anterior el resultado es claro para los árboles 
porque en este caso C = 1. Para cualquier grafo G existe un árbol generador 
del grafo, A, que tiene los mismos vertices que G pero no todos los segmentos, 
se le han removido los que cierran ciclos. Para calcular la característica de G se 
parte de la de x(4) = 2, y se pocede a retornar los segmento eliminados, cada 
que se agrega uno se incrementa en una unidad tanto el número de segmentos 
como el de caras, por lo que la característica no cambia. 


Teorema 3.3.7. Hay cinco y sólo cinco sólidos platónicos 


Prueba. Un poliedro tiene vértices, aristas y caras (V, S y C respectivamente), 
si es convexo lo podemos considerar como un grafo planar porque se puede 
representar sobre la esfera sin que las aristas se crucen. Para los poliedros 
platónicos cada cara es un poligono regular. Sea n el número de lados y vértices 
de cada cara y g el grado de cada vértice. Por lo tanto nC = 25 = gV. Es 
decir, S = gV/2 y C = gV/n. Reemplazando en la característica de Euler se 
tiene V— gV/2+gV/n = 2, que expresamos como V(2n+2g—ng) = 4n. Como 
tanto n como V son enteros positivos se tiene que 2n + 2g — ng > 0, lo que 
equivale a (n — 2)(g — 2) < 4. Por lo tanto sólo hay cinco posibilidades para 
(g,n): el tetraedro (3,3), el cubo (3, 4), el octaedro (4,3), el dodecaedro (3, 5) 
y el icosaedro (5,3). Ver Figura 3.34. 


Definición 3.3.5. Un complejo simplicial, S, es una colección finita de sub- 
conjuntos no vacios de un conjunto finito con la propiedad que sio E S y si 7 
es un subconjunto no vacio de gd, entonces 7 € S. Cualquier elemento de S con 
cardinalidad n +1 se denomina un n—simplex. Al máximo n se le denomina la 
dimensión de S. 


Aunque la definición parece muy abstracta es una manera sencilla de genera- 
lizar lo anterior para dimensiones mayores. El siguiente ejemplo puede ayudar 
a aclarar, 


S5s=f  (1),(2),(3), (4), (1,2), (1, 37, (1, 45, (2,3), (2, 4), (3, 4), 
AS O A 
Note que se cumplen la condiciones de la definición. Los O—simplex son los 


que antes llamabamos vértices, 1,2,3 y 4. Los 1—simplex corresponden a los 
segmentos, hay 6 en el ejemplo, (1,2),11,3), (1, 4), (2,3), (2, 4), £3, 4). Los 
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Figura 3.34: Esquemas de sólidos platónicos 


2—simplex corresponden a las caras, en este caso son triángulos con sus in- 
teriores, (1,2,3), (1,2, 4), ([1,3,4),(2,3, 4). Cumpliendo la definición S pudo 
contener el 3-simplex (1, 2,3, 4), pero no lo tiene. Si se grafica se tiene un te- 
traedro hueco. Si hubiera incluido el 3—simplex mencionado sería un tetraedro 
sólido. 


Definición 3.3.6. Dado un complejo simplicial, S, sea cx = cg(S) el número 
de k—simplexes en S, la característica de Euler es 


x(5) =0-—4 +0 c3+-"* 


La característica de Euler es invariante bajo transformaciones homeomórficas 
y homotópicas. Esto permite calcular la característica de Euler de varios ob- 
jetos elementales. Sea A, un n—simplex cerrado, esto es Ay es un punto, Ay 
un segmento de recta cerrado, Az un triángulo lleno, etc. Como todos son 
homeotópicos a un punto, su caracteística de Euler es x(A,) = 1. Ahora A, 
es también homeomórfico a B”, la bola unitara de dimensión n. Por lo tan- 
to x(B”) = 1. ¿Qué tal la esfera o el círculo? Sea 5” el círculo unitario de 
dimensión n, es decir el conjunto de puntos en R”+! a una distancia unitaria 
del origen. Así, S% es (—1,+1) y por tanto x(S%) = 2. Es claro que $” es 
homemórfico a An+1 sin incluir el (n + 1) simplex, por ejemplo el círculo S* 
es homeomórfico al triángulo Az sin el interior, y la esfera 5? es homeomórtfica 
al cubo Az sin el interior, a la caja vacía. Por lo tanto 
n 
x(8") = Y (—1"c(An+s). 


1=0 


SNS 
NS 
NN 


Figura 3.35: Triangulación de un toro para calcular su característica de Euler, 
Co = 9,c1 = 27,2 =18 


Note que el límite superior es n en lugar de n + 1. Otra manera de escribir lo 
mismo es incluir el término n +1, lo que da x(A,+1) y restar el término extra. 


x(857) = x(An+1) - ED eny1(An+1), 
de donde se obtiene 


2 sin€2Z 


ci lO 
O  enotrocaso , 

pues x(An+1) = Cn+1[An+1) = 1. 

Otra técnica muy útil para el cálculo de la característica de Euler es la trian- 

gulación que se basa en la invarianza ante homeomorfismos. La Figura 3.35 

ilustra que para el caso de un toro es 0. Note la identificación de los puntos. 


Para terminar se enuncia sin demostración el teorema que relaciona la carac- 
terística de Euler con el índice de un campo vectorial. 


Teorema 3.3.8 (Poincaré-Hopf). Si V es un campo vectorial continuo con 
singularidades aisladas en una variedad compacta, conectada y orientable M, 
entonces la suma de los índices de los puntos críticos de V es igual a la carac- 
terística de Euler de M [Hopf, 1926; Poincaré, 1881, 1882, 1883]. 


La historia de estos resultados es apasionante [Phillips, 2014; Malkevitch, 
2014], hay evidencia moderna que permite deducir que entre los años 1619- 
1621 René Descartes escribió un “Tratado Elemental sobre Poliedros” que no 
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publicó. Allí enuncia, muy al comienzo lo siguiente: “Si se multiplica el número 
de ángulos sólidos por cuatro ángulos rectos planos y del resultado se restan 
ocho ángulos rectos planos, se obtiene la suma de todos los ángulos planos que 
existen en la superficie de un poliedro”. Este teorema, hoy conocido como el 
teorema pérdido de Descartes es equivalente al teorema de Euler para poliedros. 


No se conoce la razón por la cual Descartes no publicó su tratado. Pudiera ser 
porque no estaba satisfecho con el concepto de ángulo sólido. Se sabe que al 
morir en Estocolmo en 1650, entre sus papeles se inventarió el manuscrito del 
tratado. También que Leibniz tuvo acceso a sus papeles en París entre 1675 y 
1676, y que hizo una copia de él en su propio manuscrito, según lo relatan sus 
biografos. 


Esto es anterior al descubrimiento de Euler [1758a, b] que contienen dos enun- 
ciados equivalentes del teorema. La primera que corresponde a la presentada 
en esta sección y la segunda que es semejante al teorema pérdido de Descartes. 
La equivalencia es clara porque la suma de los ángulos de un polígono de n 
lados es (n — 2)r. 

Es muy probable que los razonamientos de ambos hayan sido muy diferentes. 
En particular el concepto de ángulo sólido de Descartes no es parte del método 
seguido por Euler. En palabras modernas para Descartes, el ángulo sólido en 
el vértice de un poliedro es “27 menos la suma de los ángulos de las caras 
en dicho vértice”. Este concepto parece anticiparse al de curvatura intrínseca 
definida dos siglos despues por Gauss. Algunos otros trabajos que vale la pena 
mencionar relacionados con el tema de los poliedros son los de Legendre [1794] 
y Cauchy [1813]. 


3.4. Ciclos Límite 


3.4.1. Definición y Ejemplos 


Los ciclos límite son muy importantes en ciencias, corresponden a los fenómenos 
denominados oscilaciones auto-sostenidas, es decir que no son excitadas por un 
fuerza externa periódica. Ejemplos típicos incluyen los latidos del corazón, los 
ciclos hormonales en varios seres vivos, algunas reacciones químicas y peligrosas 
oscilaciones en puentes o alas de avión. 


Definición 3.4.1. Un Ciclo Límite es una trayectoria cerrada y aislada. Es 
decir que las trayectorias vecinas no son cerradas, sino que son espirales que 
salen ó convergen al ciclo límite 


Si todas las trayectorias se acercan al Ciclo Límite, entonces es un ciclo estable. 
Si las trayectoria se alejan es un Ciclo Inestable. Puede ser también semi- 
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Figura 3.36: Esquema de un ciclo límite 


Figura 3.37: Ejemplo elemental de un ciclo límite, + =r(1—"?),0=1. A la 
izquierda el campo vectorial de la primera ecuación como un campo unidimen- 
sional, a la derecha un esquema del diagrama de fase 


estable. Los ciclo límite son un fenómeno estrictamente no lineal. La Figura 
3.36 es un esquema de un ciclo límite. 


Un ejemplo elemental es el sistema + = r(1—1?), $ = 1 en coordenadas polares. 
Como las dos ecuaciones están desacopladas, el análisis es simple. En la primera 
los puntos fijos son el origen que es inestable y r* = 1 que es estable. En el 
espacio de fase, debido a la rotación uniforme en 9 esto da origen a un ciclo 
límite estable, como se ilustra en la Figura 3.37. 


Un ejemplo más elaborado y difícil es el oscilador de Van der Pol, 
E+ (a? —- Di+x=0, 


que modela un circuito eléctrico no lineal que se estudió detenidamente a prin- 
cipios del siglo pasado con los primeros radios y sirvió como paradigma para 
el desarrollo de la teoría no lineal. Si y > 0, parece un oscilador simple con 
un amortiguamiento no lineal (u(x? — 1)4). Si |x] > 1 el amortiguamiento es 
positivo y semejante al amortiguamiento usual, las grandes oscilaciones son 
rápidamente amortiguadas, pero si |x| < 1 el amortiguamiento es negativo. Es 
decir el sistema hace que las oscilaciones de gran amplitud decaigan, pero las 
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T 1 
E 20 


Figura 3.38: Ejemplo de un ciclo límite, el llamado oscilador de Van der Pol, 
i+ pla? Di+x=0 


reinicia si se vuelven muy pequeñas. El estudio de este caso no es elemental, 
de las ecuaciones no es directo la presencia de un cíclico límite. La Figura 3.38 
presenta un esquema de soluciones en el espacio de fase y la historia de x contra 
t de una solución numérica. Se aprecia que la trayectoria cerrada no es circular 
y que las soluciones no son sinusoidales. 


3.4.2. Criterios de no existencia 


Las trayectorias cerradas son imposibles para Sistemas Gradiente, sistemas de 
la forma x = —VV, para alguna función potencial, independiente del tiempo, 
continua, univaluada y escalar VW. Suponga que existe tal trayectoria cerrada, 
el cambio en V al cabo de una vuelta es AV = 0 por ser V univaluada, pero 


Te dv 4H T 
AV = Gptt= | (vb -/ II? <0 
o Al 0 0 


muestra que AV < 0, a menos que |x|| = 0. Esto último corresponde a un 
punto fijo, en tal caso no es una trayectoria cerrada. 


Tampoco son posibles las trayectorias cerradas cuando existe una función de 
Lyapunov. 


Definición 3.4.2. En un sistema x = f(x), con punto fijo x*, una función 
de Lyapunov es una función real, continuamente diferenciable V(x), con las 
siguientes propiedades: 


1. Es positivamente definida, es decir, V(x) > 0 para todo x % x*, y 
Vx =0 


2. Toda trayectoria desciende por V, es decir, V < 0 para x % x* 
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Cuando existe una función de Lyapunov, el punto fijo es globalmente estable 
asintóticamente. Es decir para todas las condiciones iniciales, x(t) + x* cuando 
t—>00. En particular el sistema no tiene trayectorias cerradas. 


Un ejemplo de una sistema con función de Lyapunov es 


¿=-2+4y, y =-2-y0, 
considere V(x=,y) = 2? + ay?, con a un parámetro que se escoge enseguida. 
Entonces, ] 
V = 2x4 + 2ayy = —2a? + (8 — 2a)xy — 2ay?* 
Claramente si se toma a = 4 el término en xy se anula y V = —2a? — 8y!. Se 


cumple que V > 0, V <0 para todo (%,y) 4 (0,0), y V(0,0) =0. Luego V es 
una función de Lyapunov y el sistema no tiene trayectorias cerradas 


Otro método que permite descartar las trayectorias cerradas es el criterio de 
Dulac. Sea x = f(x) un campo vectorial continuamente diferenciable, definido 
en una región simplemente conexa R del plano. Si existe una función real g(x), 
continuamente diferenciable, tal que V - (gx) tiene un solo signo en todo R, 
entonces no hay trayectorias cerradas en R. 

Para justificar el criterio, suponga que existe una región cerrada C' y sea A la 
región al interior de C. Por el teorema de Green se tiene 


J [Vocoda= $ sonal 


con n es el vector normal y dl el diferencial de arco a lo largo de C. La integral 
doble no es cero pues V - (gx) tiene el mismo signo en 4, pero la integral de la 
derecha es cero pues el vector tangente es perpendicular al normal, lo cual es 
una contradicción (ver ilustración en la Figura 3.39) 

3.4.3. Criterios de Existencia 


Teorema Poincaré—-Bendixson 


Hay pocos resultados positivos sobre existencia de ciclos límite, el siguiente es 
uno de ellos, que es válido sólo en el plano. 


Teorema 3.4.1. Suponga que 


1. R es un subconjunto cerrado y acotado del plano; 


2. xk =f(x) es un campo vectorial continuamente diferenciable en un con- 
junto abierto que contiene a R 
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Figura 3.39: Esquema para ilustrar el criterio de Dulac 


Figura 3.40: Ilustración de la aplicación del teorema de Poincaré-Bendixson 


3. R no contiene ningún punto fijo 


4. Existe una trayectoria €” confinada en R, es decir, empieza en R y per- 
manece en R por todo tiempo futuro 


Entonces bien sea C' es una órbita cerrada, ó tiende en forma de espiral a una 
órbita cerrada. En cualquier caso R contiene una trayectoria cerrada. 


En la Figura 3.40 se ilustra una posible aplicación del teorema. R se representa 
con forma de anillo, pues según el teorema no debe tener puntos fijos, pero 
sabemos que toda trayectoria cerrada debe encerrar un punto fijo. Para la 
aplicación del teorema, la condición 4 es la más difícil de verificar, las otras son 
casi siempre directas. Para verificar la existencia de una trayectoria confinada 
se definen líneas de confinamiento rodeando a RR, es decir que el campo vectorial 
apunte hacia el interior de R por todo el contorno. Hay que garantizar también 
que no haya puntos fijos en HR. 

Una de las consecuencias del teorema es la imposibilidad de Caos en el plano. 
Una trayectoria confinada a una región cerrada y acotada que no tiene puntos 
fijos debe eventualmente acercarse a una trayectoria cerrada. No es posible nada 
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Figura 3.41: Ejemplo de aplicación del teorema de Poincaré-Bendixson al caso 
?=r(1-—r?) + urcos9, 9=1 


más complicado. Para dimensión 3 o más, una trayectoria puede permanecer 
divagando en una región cerrada y acotada que no tiene puntos fijos sin ser 
una trayectoria cerrada. 

Un ejemplo es el sistema + = r(1 — r?) + preos0, Ó = 1 que ya habíamos 
encontrado cuando uy = 0. En ese caso ya vimos que hay un ciclo límite. Se 
quiere aplicar el teorema de Poincaré-Bendixson para y > 0, aunque pequeño. 
Para tal fin se buscan dos círculos concéntricos de radios Timin Y Tmax de tal 
manera que F > 0 en el circulo interior y r < O en el exterior. Por lo tanto 
el anillo será la región de confinamiento. No hay puntos fijos en el anillo pues 
0 > 0. Para determinar Pin Se requiere que + = r(1— r?) + rcosó > 0 
para todo 0. Como cos9 > —1, es suficiente con 1— r?— y > 0. Es decir con 
Tmin < v1Í= pu, suponiendo y < 1. Por ejemplo min = 0,999 /1 — up. Usando 
un argumento similar maz = 1,001y1 + y (ver Figura 3.41). 


Glicólisis 


La glicólisis es un proceso bioquímico fundamental por medio del cual mu- 
chos seres vivos obtienen energía mediante degradación de azúcares. En al- 
gunos casos el proceso procede de manera oscilatoria en la concentración de 
intermediarios en la reacción. Un modelo elemental es + = —x + ay + 2%, y 
y = b—ay-—x?y, donde x e y son las concentraciones de difosfato de adenosina 
(ADP) y de fosfato-6 de fructuosa, a y b son parámetros cinéticos. 
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y= xfla+x*) 


Xx 


Figura 3.42: Nulclinas en ejemplo de la glicólisis, el sistema dinámico es y = 
—x+ay+2%y, y =b-=ay- 2%y 


Para encontrar una región de confinamiento, consideramos primero las nulcli- 
nas: ¿ =0 en y = 2/(a+x?), y y =0 en y = b/(a + 27). La Figura 3.42 
representa las nulclinas y un esquema del campo vectorial en algunos puntos 
importantes y el signo de las derivadas temporales en las regiones indicadas. 


Con esta información se procede a delimitar una posible región de confinamien- 
to, tal y como se ilustra en la Figura 3.43. 


En los lados vertical y horizontal la dirección de los vectores es clara de la 
Figura 3.43. Para la diagonal con pendiente —1 que va desde (b,b/a) hasta 
la nulclina y = 2/(a + 2?) se requiere un argumento. Para x= grande, tanto 
+= x?%y, como y = —2*y, por lo tanto y/4 = dy/dx = —1. Luego el campo 
vectorial es aproximadamente paralelo a la diagonal para valores grandes de z. 
Ahora, ¿—(—Y) =b-—x, y por tanto, —y > £ si x > b. Luego los vectores tienen 
dy/dx más negativa que la diagonal y apuntan al interior de R. Claramente 
hay un punto fijo, donde se cortan las nulclinas. Si es un nodo inestable, con 
el roto indicado se puede aplicar el teorema. 


Para determinar si el nodo es inestable se procede a calcular, primero el punto 
fijo tiene por coordenadas x* = b, y* = b/(a + b?)). El determinante del Ja- 
cobiano es A = a +0, y la traza 7 = —(b* + (2a — 1)b? + (a+ a?))/A. Por 
lo tanto, el punto fijo es un nodo inestable si 7 > 0 y estable para 7 < 0. Si 
pa 3(1 — 2a + y 1 — 8a) se tiene 7 = 0 que define la línea divisoria entre las 
dos regiones. En la Figura 3.44 se muestra el diagrama de fase obtenido por 
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Figura 3.43: Región de confinamiento para ejemplo de Glicólisis 


integración numérica para parámetros en la región de inestabilidad del punto 
fijo, lo que confirma el análisis teórico. 


Sistemas de Liénard 


Los sistemas de Liénard son generalizaciones del oscilador de Van der Pol que 
se estudiaron extensivamente a comienzos del siglo pasado y sobre los cuales 
hay resultados positivos sobre la existencia de ciclos límite. El sistema es de la 
forma 

+ fuji + g(x) =0, 


que puede aplicarse a un circuito no lineal o al movimiento de una partícula de 
masa unitaria, sujeta a una fuerza de amortiguación no lineal —f(x)% y a una 
fuerza no lineal de restauración —g(x). La ecuación de segundo orden equivale 
al sistema 
t=y, y =-—yglx) — fu)y 

Teorema 3.4.2. Si f y g son continuas y diferenciables, g es positiva para va- 
lores positivos de x, g es impar, f es par, y la función impar F(x) = Le Flujdu 
tiene exactamente un cero en xr =a, es negativa para OU <x<a y es positiva 
para x>a, y F(x) +00 cuando x > 00; entonces el sistema tiene un único 
ciclo límite estable que rodea el origen 


El teorema se aplica al oscilador de Van der Pol, en este caso f(x) = p(1?—1) 
y gl[x) = x. Se ve directamente que las 4 primeras condiciones del teorema se 
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Figura 3.44: Diagrama de fase del ejemplo de la Glicólisis con a = 0,08, b= 0,6, 
correspondientes al caso en el cual el punto fijo es inestable, lo que confirma la 
existencia de un ciclo límite 


cumplen. La condición acerca de /" se verifica pues F(x) = z yx (x?— 3), luego 
a = V3. Por lo tanto, según el teorema el oscilador de Van der Pol tiene un 
único Ciclo Límite Estable 


3.4.4. Métodos Cuantitativos 


Las secciones anteriores se concentraron en preguntas cualitativas, sobre la 
existencia de ciclos límite. En esta se van a mirar aspectos cuantitativos, dado 
que existe el ciclo límite, ¿qué se puede decir de su forma y período? Los 
métodos son aproximados, pues estos problemas no tienen solución exacta. Las 
aproximaciones son buenas cuando algún parámetro es o grande o pequeño. 


Relajación 


Se va a presentar el método con el ejemplo del oscilador de Van der Pol para 
el caso fuertemente no—lineal. El sistema es 


i+ (e? —1)+2=0, para y >> 1. 


En este caso el ciclo límite consiste de una acumulación muy lenta seguido de 
una descarga súbita. Note que ¿+ (2? — 1) = £(i + p[¿x? — x)), luego el 
sistema original es equivalente a 2 =w-—pF (2), w=-—x, con F(x) = la? —2, 
w=x+puF(x). Nuevamente se hace el cambio de variable y = w/p, para 
obtener í = uly — F(x)|, y = 2. 

La clave es el análisis de la nulclina cúbica. Suponga que y — F (1) = O(1), por 


lo tanto |¿| = O(u) >> 1. Pero [y] = O(u7*) << 1, luego la velocidad es muy 


3.4. CICLOS LÍMITE 95 


rápido 


Figura 3.45: Nulclina cúbica para el límite nolineal del oscilador de Van der 
Pol 


grande en la dirección horizontal y muy pequeña en la vertical. Si la condición 
inicial es por encima de la nulclina, entonces y — F(x) > 0, por lo tanto + > 0 
y la trayectoria se mueve lateralmente hacia la nulclina. 


Cuando está muy cerca, y — F(2) = O(u7?) entonces 4 y y se vuelven com- 
parables, ambas O(u7!). Luego la trayectoria cruza la nulclina verticalmente, 
se continua moviendo lentamente por detrás de la rama con una velocidad del 
O(u7)), hasta llegar a la rodilla de la curva, donde salta lateralmente de nuevo. 


Para mirar el período de Oscilación de Van der Pol, se nota que el sistema tiene 
dos escalas separadas, lo cual da la forma particular a las ondas. El período T' 
es por lo tanto esencialmente el requerido para viajar en las dos ramas lentas. 


Por simetría el de ambas ramas es el mismo, T = 2 f dt. Para encontrar 
una expresión para dt, note que en la rama lenta y = F(x) Luego dy/dt = 
F'(2)dx/dt = (x? — 1)dx/dt. Pero como dy/dt = —x/p se tiene que dx/dt = 
—x/p(a? — 1), es decir, dt = —L (a? — 1)dx. 

De la nulclina cúbica se ve que la rama lenta positiva empieza en t4 = 2 y 
termina en 1g = 1, luego T = [3 — 21n.2]. 


Osciladores débilmente nolineales 


Ecuaciones de la forma ¿+x+eh(x, 2), con 0 < e << 1, y h una función suave 
arbitraria, corresponden a una pequeña perturbación del oscilador armónico 
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Figura 3.47: Integración numérica del oscilador de Van der Pol en el límite 
cuasi-lineal 


+x = 0. Algunos ejemplos son el oscilador de Van der Pol ++x+e(12-1)2 = 0 
con e = up << 1 y la ecuación de Duffing ¿ +x+ex? =0 


Se procede a estudiar el oscilador de Van der Pol en el límite de pequeña 
no-linealidad (y = € = 0,1), en contraste con el caso anterior que era el caso 
fuertemente nolineal. La Figura 3.47 ilustra el espacio de fase que resulta de una 
integración numérica con una condición inicial cerca al origen. La trayectoria 
se acerca lentamente en espiral a un ciclo límite casi circular de radio 2. El 
objetivo es presentar un método aproximado que permita una buena predicción 
del período, la forma y el radio del ciclo límite. 


Lo primero es mostrar que el método tradicional de perturbación falla, esto lo 
hacemos para un caso más fácil con el propósito de entender la razón de la falla. 
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Teoría Perturbación 


0 10 20 30 40 50 
t 


Figura 3.48: Falla de método de perturbación 


En este método se buscan soluciones en serie de potencias en e, el parámetro 
pequeño. Es decir soluciones de la forma x(t, e) = zo(t) +ex(t) +x(0)+..., 
que se aplicará al sistema 1 + x +2e4 = 0, x(0) = 0, (0) = 1, del cual 
conocemos la solución x(t, €) = (1— 2) 12e-* sen[(1 — e2)1/21]. Si se procede 
con el método de perturbación se obtiene 


d? 
dt? 


[zo(t) + ex, (t) + O(é)] 2c= [ol bexi(t) + O(é)] 


+ [zo(t) + ex1(t) + O(%)] =0 


Se procede a agrupar en potencias de e: 
[do + xp] + e[d1 + 249 + 21] + O(e?) =0. 


Las condiciones de borde deben valer para todo e, luego xo(0) = 0, x1(0) =0 
y to(0) = 1, 21(0) = 0, zo(t) = sen(t) que se substituye para dar ¿1 + 11 = 
—2 cost, el término de la derecha es una fuerza resonante, la solución de la 
ecuación es 11(t) = —tsent que tiene el problema llamado término secular, 
pues crece sin límite cuando t > oo. 

En resumen, la solución por el método de perturbación sería zx(t, e) = sent — 
etsent + O(e?), que al compararla con la solución conocida funciona si t << 
O(1/€), que es del orden de 10, pero después no funciona. La Figura 3.48 ilustra 
bien la falla. 

Las razones de la falla del método de perturbación tradicional son esencial- 
mente que: 
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= Hay dos escalas de tiempo, una rápida t - O(1), la escala de la oscilación 
sinusoidal, y una lenta, t = 1/e, a la cual decae la amplitud 


= La discrepancia viene del término secular tsent que falsamente sugiere 
que la amplitud crece, mientras sabemos que la amplitud decrece expo- 
nencialmente e =1-—et+ O(et?). 


= La frecuencia de las oscilaciones es w = (1-2) = 1- Le que es 


diferente de la frecuencia de las oscilaciones en la solución de perturbación 
encontrada w = 1, este error se acumula con el tiempo. 


Dos escalas de tiempo 


El ejemplo anterior indica que una aproximación adecuada necesita incorporar 
dos escalas de tiempo. Para explicar el método se va a aplicar al problema 
anterior. Sean 7 =t = O(1) la escala rápida, y sea T' = et la escala lenta. 
Se consideran estos dos tiempos como si fueran variables independientes. En 
particular las funciones de 7' se consideraran constantes a la escala de tiempo 
rápida. Es decir, z(t,e) = xp(7, T) +ex1(7,T) + O(e?). La solución para el caso 
lineal es xo, la aproximación de orden 1 en e es 11. Las derivadas se calculan 


como 
q = WE 90574001 — 02 | Ox 
= du Or TOTO or TEST 


Usando la notación de subscritos, y = 0,1 + eOrx. Esto se escribe como y = 
0,20 + e(Orzo+0,x1 + O(e?)), y de manera semejante ¿ = 0,10 + e(207,10 + 
07,11) + Ole?) 


Con esta convención el problema se escribe como, 
O, 10 E e(O77 11 =i 201,10) E 260,0 + X0 + €El1 + O(e?) =0. 


Recogiendo términos de orden O(1) se tiene 0,10 + to = 0. Y de orden 
O(e) se tiene: 0,,11 + 207,19 + 20,10 + 11 = 0. La solución de la primera es 
py = AsenT + Bcos7T, con A y B “constantes” funciones de la escala lenta T. 
Su determinación se hace en la segunda ecuación, 


07721 + = —2(0r,xo un 0, Lo) 
—2(A' + A)cos7T + 2(B' + B)senr. 


Nuevamente se encuentra resonancia, términos seculares de la forma 7 sen 7. Pe- 
ro de acuerdo al plan se procede a anularlos, para lo cual, 4444 =0, B'+B = 
0, que tienen como solución A(t) = A(0)e”7, B(t) = B(0)e””. Las condiciones 
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—<— Exacta 


——— Dos Escalas 
de Tiempo 


Figura 3.49: Oscilador de Van der Pol 


iniciales se determinan de 2(0) =0 = zp(0,0)+ex1(0,0) + O(e?) de donde sale 
xo0(0,0) =0 y 21(0,0) =0, ahora 


¿(0) =1= 0,x0(0,0) + e(O9rx0(0,0) + 9,21(0,0)) + O(e?), 


y por tanto 0,zp(0,0) = 1 y Orxo(0,0) + 0,11(0,0) =0, B(0) =0 y A(0) = 1, 
luego A(T) =e7", B(T) =0, y la solución es 


a(t) = e sent + Ole). 


La Figura 3.49 compara la solución real con la aproximación que se acaba de 
obtener con el método de las dos escalas de tiempo. La mejoría con respecto 
al método tradicional de perturbación es notoria. 


Ahora se procede a aplica este método de las dos escalas al problema débilmente 
lineal de Van der Pol para encontrar que tiene un ciclo límite estable casi 
circular, con radio 2 + O(e) y frecuencia w=1+ O(e). 


La ecuación es ¿+x+e(1?—1)4 = 0, que usando la nomenclatura y convención 
sobre las dos escalas da la siguientes ecuaciones: 


O(1) : O,r10+10=0 


O(e) : O, 711 + 121 = —20,7X%0 — (a — 1)0, Lo. 
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La ecuación de O(1) es simplemente un oscilador armónico simple cuya solución 
general es 

xo = r(T) cos(T + H(T)) 
donde la amplitud y la fase r y f varían lentamente. Para encontrar las ecua- 


ciones que las gobiernan se substituye esta expresión para zp en la ecuación de 
O(e), lo que da 


9/21 +11 =—2(r' sen(r + ¿)r9' cos(T + 6)) — rsen(r + 6)[r? cos*(r + 6) — 1). 


Los términos seculares ya aparecen en esta ecuación, son proporcionales a 
cos(T +) y sen(T +6), pero también están escondidos en el producto sen(7 + 
$) cos*(T +) que es igual a [sen(7 + $) + sen3(T + 9)]/4 por una identidad 
trigonométrica. Usando esto y recolectando términos la ecuación para 1, se 
puede reescribir como 


! 


O, /11+71 =|-27 +r—r?*/4] sen(T+09)+[-2r9'] cos(T+0)) —r?*/4sen 3(T+09). 


Para anular los términos seculares se requiere que —2r' + r — r%/4 = 0 y 
—2rQ! = 0. La primera de estas ecuaciones se puede reescribir como 


y! = Lr(4 == q?) 


para r > 0, que tiene un punto fijo inestable en r* = O y uno estable en 
r* = 2. Por tanto r(T) > 2 cuando T' > oo. La segunda ecuación implica 
que p' = 0, es decir que p(T') = Ho, para alguna constante dy. Por lo tanto 
xo(T, T) > 2cos(T + Ho), y por lo tanto 


x(t) + 2cos(t + Ho) + O(e) cuando t > 00 


Es decir, el ciclo límite es un círculo de radio 2 + O(e). Para encontrar la 
frecuencia, sea 0 =t+0(T) el argumento del coseno. Por lo tanto la frecuencia 
angular w será 


_d9_,  dódr 
CAE NE 


= leal 


como se esperaba. 


Ecuaciones Promediadas 


El método de promedio sistematiza el procedimiento anterior de las dos escalas 
de tiempo y utiliza las expansión en series de Fourier para calcular los llamados 
promedios sobre un período, lo que conduce a un procedimiento uniforme. 


En general, el problema a resolver es de la forma ¿+ x +eh(x, 4) = 0, con dos 
escalas, una rápida 7 =t = O(1), y una lenta T' = et. Es decir e << 1. La 
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estrategia es escribir la solución como una serie de potencias en e, ajustando 
las constantes (que pueden ser funciones de T') que resulten para eliminar 
los términos seculares o resonantes, es decir, se escribe x(t,e) = zp(7,T) + 
exi (T,T) + O(e?). 

Usando el trabajo de la sección anterior para expresar las derivadas y agru- 
pando términos se obtiene, 


O(1) : Or, Zo + %9=0 
Ole): 0,711 + 11 = —20r, 10 — h. 


La solución general de la primera ecuación es o = r(T) cos(T + p(T)). Para 
encontrar las ecuaciones diferenciales para r y , que se consideran funciones de 
la escala lenta, se asegura que no haya términos proporcionales a sen(T +6$(T)) 
y a cos(T + p(T)) en el lado derecho de la segunda ecuación. 


O, 711 +21 =2[r' sen(T + HAT) +19! cos(T + H(T))] — h, 
considerando que h = h[rcos(T + p(T)), —rsenír + p(D))]. 


Sea 0 = T+0. Se procede a expandir h en serie de Fourier: h(0) = >> az cos k0+ 
> by sen k0, recordando las expresiones para los coeficientes, ay = > rá h(0)d0, 
aj =1 f7" h(0) cos(k0)d0, k> 1 y b4=1 f3" h(0) sen(k0)d0, k > 1. 


En esas condiciones, 
Or] 11 + x1 = 2[r' sen 9 + rg' cos 0] — y az cos k0 — y kx sen k0. 


Los únicos términos resonantes son (2r” — b1)sen0 y (2r4' — a1) cos 6. Por lo 
tanto para evitar términos seculares se obliga a que r? =b1/2 y rd! = a1/2. Es 
decir, 


2717 

r=2z2 ' (0) sen(0)d9 = (h sen 0) 
27 

rf = 2 A h(0) cos(0)d9 = (h cos 0) 


Estas ecuaciones se denominan ecuaciones promediadas o ecuaciones de escala 
lenta. Para usarla se escribe explícitamente h = h[r cos(T + p(T)), —rsen(T + 
H(T))] y se procede a calcular el promedio sobre la variable rápida 0, tomando 
la variable lenta T' como constante. Algunos promedios que se van a encontrar 
frecuentemente son: 


(sen) = (cos) = (cossen) = (cos? +1) = (sen?r+l) =0 


(sen?) = (cos?) = >, (sen*) = (cos?) = a, (cos? sen?) = z 
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— 1:3:5...(2n—1) 


els TACO 


(sen?”) = (cos?”) 


Se procede a aplicar este método al sistema de Van der Pol. Recuerde que la 
ecuación es 2 +x +e(2?— 1) =0, 2(0) = 1, ¿(0) = 0, donde se han especifi- 
cado las condiciones iniciales. De acuerdo a la nomenclatura h = (r? cos? 9 — 
1)(+r sen 0). Y las condiciones para anular los términos seculares son 

r! =  (hsen) = ((r? cos? —1)(—r sen) sen) 


= r(sen?) — r?(cos? sen?) = Ly Ea 13, 


(h cos) = ((r? cos? —1)(—r sen) cos) 


= r(sencos) — r*(cos” sen? =0. 


ro 


Con condiciones iniciales x(0) = 1, 2(0) = 0, que implican 


r(0) = y x(0)? + ¿(0)? =1 y $(0) = arctan(—¿(0)/x2(0)) — 7 =0. 


Como $” = 0, se tiene p(T') = 0. Para la solución de r' = Y - iy, r(0) =1, 
se procede a separar variables f E) = fdT, y se integra a r(T) = 2(1 + 


3eT)71/2. En resumen, 


(te) S t+0(0) 
x(t, €) = —==— cos €). 

v1+3e=é 
La Figura 3.50 ilustra la solución exacta y la envolvente según este método 
promediado. No se presenta la solución aproximada porque no se distingue de 
la exacta. 
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Envolvente según 
Método Promediad 


Solución Exacta 


0 10 20 30 40 50 
t 


Figura 3.50: Solución exacta y envolvente según método promediado del siste- 
ma de Van der Pol 


3.5. Bifurcaciones, de nuevo 


3.5.1. Bifurcación de Puntos Fijos 
Unidimensionalidad y Variedad Central 


Este tipo de bifurcaciones ocurre a lo largo de un subespacio de dimensión 1, 
en las demás dimensiones el diagrama de fase es simplemente una atracción o 
repulsión a este subespacio. La teoría de la variedad central justifica esto rigu- 
rosamente. Son todas bifurcaciones con un autovalor cero. Por lo tanto, todo 
lo que se había discutido en la sección 2.2 es aplicable. Esta es una de las razo- 
nes para haberle dedicado el espacio al caso de una dimensión. A continuación 
se presentan ejemplos de bifurcaciones de silla y de tenedor supercríticas. Las 
demás se indican en los ejercicios. 


Silla-Nodo 


Las bifurcaciones silla-nodo ocurren cuando dos nulclinas que se cortan en dos 
puntos al cambiar un parámetro los puntos de corte se acercan y eventualmente 
se chocan cuando son tangentes y luego desaparecen. Un ejemplo elemental es 
con ecuaciones desacopladas: 4 = y — 2?, y = —y. En la dirección y tenemos 
un valor propio negativo, luego el eje x atrae todas las trayectorias en esta 
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Figura 3.51: Silla-Nodo 


Figura 3.52: Bifurcación de silla-nodo genérica 


dirección. En la dirección x tenemos el mismo esquema que se había estudiado 
para una dimensión. La Figura 3.51 ilustra la dependencia del parámetro y. 
Para el caso y < 0, cuando ya las nulclinas no se cortan, todavía subsiste un 
fantasma, un cuello de botella. El sistema tarda en pasar por este punto. El 
tiempo para pasar por el cuello de botella crece como (u — HA, 


En general la bifurcación aunque unidimensional no ocurre en la dirección de 
uno de los ejes. La Figura 3.52 ilustra el caso genérico y = f(x, y), y = g(x, y). 
Las nulclinas permiten trazar los rasgos generales del campo vectorial. A lo 
largo de cada nulclina los puntos fijos alternan su carácter de estabilidad. Si al 
cambiar un parámetro los puntos se acercan ocurre la bifurcación que produce 
un punto de silla antes de que desaparezcan los puntos fijos. 


Un ejemplo de este tipo de bifurcación es el control genético que puede resultar 
en que un gen se exprese o permanezca inactivo dependiendo del estimulo de 
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Figura 3.53: Control genético 


dos proteínas que son sus subproductos. El modelo es 


2 


í= ax +Y, Y = by, 


z 
l+a2 
donde tanto x como y sin proporcionales a las concentraciones de los dos sub- 
productos, ambos parámetros a y b son positivos. Los puntos fijos de este 
sistema son 21 = (0,0) y 233 = (1+ v1-— 4a%b?)/2ab, si 2ab < 1. Los dos 
puntos 23 ¿ van a chocar cuando la raíz es cero, es decir 4. = 1 /2b y por tanto 
en la bifurcación el valor crítico de la variable x es 2% = 1. La Figura 3.53 
presenta el esquema del campo vectorial a partir del análisis de las nulclinas. 


Para estudiar la estabilidad de los puntos fijos la matriz Jacobiana es 


_- 1 
3-| E , 
Ay 7 


La traza es 7 = —(a +b) < 0, luego los puntos fijos son o sillas o sumideros 
según el determinante. En el origen A = ab > 0, por lo tanto es estable siempre. 
Para los otros dos puntos fijos A = ab(x?—1)/(2?+1), luego el del medio es una 
silla y el mayor es estable. La Figura 3.54 presenta el esquema del diagrama 
de fase. Dependiendo de la condición inicial, el gen está inactivo, el sistema es 
atraído por el origen, o el gen es activo. es atraído por el punto 23. 


Bifurcación de Tenedor Supercrítica 


El sistema y = ut +Yy+sen 1, y = 1 — y presenta simetría x > —1, Y >—Y, 
es decir el diagrama de fase es simétrico con respecto a reflexiones a través del 
origen, que es un punto fijo, independiente de y (ver Figura 3.55). La matriz 
Jacobiana en el origen es 


as A 
aaa 
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Figura 3.54: control genético 
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A 


Figura 3.55: Bifurcación de tenedor supercrítica 


que tiene traza y determinante 7 = y, A = —(u + 2), por tanto el origen es 
estable si y < —2 y una silla si y > —2. Esto indica que en el valor crítico 
Lc = —2 hay una bifurcación. Para esto debe haber dos puntos fijos con x = y 
y por tanto (up + 1)x + senx = 0, usando la expansión en series se obtiene 
2* = +y6(u+2) y la bifurcación es de tenedor, que debe ser supercrítica 
pues estos dos nuevos puntos fijos no existen cuando el origen es estable. Como 
la bifurcación es supercrítica se sabe que los nuevos puntos son estables como 
se puede verificar. 


3.5.2. Bifurcación de Hopf 


Hay varias maneras de perder estabilidad. Si el punto fijo antes de la bifurcación 
es estable todos los autovalores A deben tener parte real negativa (Re(A) < 0). 
Los A pueden ser reales o pueden haber complejos, y en este caso vienen en 
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Figura 3.56: Pérdida de estabilidad en caso de valores propios reales (izquierda) 
y complejos (derecha) 


PODA —_————— (0) H<2 


Figura 3.57: Bifurcación de Hopf supercrítica 


pares conjugados. El caso real se estudió en la Sección anterior. Cuando pierden 
la estabilidad en el caso complejo un par de valores propios cruza el eje complejo 
hacia la derecha a medida que cambia el parámetro de bifurcación. Luego en el 
punto de bifurcación, los valores propios van a ser números imaginarios puros. 
Esto se ilustra en la Figura 3.56. 


Supercrítica 


La bifurcación Supercrítica de Hopf está asociada a sistemas físicos donde 
las perturbaciones decaen de forma oscilatoria en función de un parámetro. 
Las perturbaciones cada vez decaen más lento y finalmente, para parámetros 
mayores a valor crítico del parámetro, cambian a crecer en lugar de decrecer. 
El punto de equilibrio pierde estabilidad y resulta en un ciclo límite. En estos 
casos se dice que hay una Bifurcación Supercrítica de Hopf. Una espiral estable 
cambia a una inestable rodeada de un ciclo límite. La Figura 3.57 ilustra el 
comportamiento. 


Un ejemplo para ilustrar este tipo de bifurcación es el sistema en coordenadas 
polares + = pr —1*%, 0 = w+ br?. Que en coordenadas cartesianas es 4 = 
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Figura 3.58: Bifurcación supercrítica de Hopf 


px — wy+términos cúbicos y y = wz + uy+términos cúbicos. El origen es un 
punto fijo, el jacobiano allí es 


que tiene como valores propios A= u=21w. Es decir, los valores propios cruzan 
el eje imaginario a medida que y pasa de negativo a positivo. La Figura 3.58 
ilustra el diagrama de fase para este caso. 


Las reglas genéricas para bifurcaciones supercríticas de Hopf son primero, el ta- 
maño del ciclo límite crece continuamente desde cero, proporcional a yu — plc. 
Y segundo, La frecuencia del ciclo límite es aproximadamente ImA, evaluado 
en el punto crítico. En general el ciclo límite no es circular sino elíptico y los 
autovalores siguen una trayectoria curva al cruzar el eje imaginario. 


Subcrítica 


La bifurcación subcrítica de Hopf es más dramática y destructiva en aplicacio- 
nes, por ejemplo en alas de aviones, y otros fenómenos con fluidos. Después de 
la bifurcación la trayectoria salta a un atractor más lejano, que puede ser un 
punto fijo, otro ciclo límite o un atractor caótico (en dimensión mayor a dos). 


Un ejemplo de este tipo de bifurcación es el caso * = pr +19 —r9, 0=w-+br?, 
q ue tiene un punto fijo estable (el origen), rodeado de dos ciclos límite, uno 
inestable y el más externo estable. A medida que y crece el ciclo inestable se 
acerca al origen y en el punto crítico lo estrangula y le quita la estabilidad. Las 
soluciones cercanas al origen van a saltar a oscilaciones de mayor amplitud. El 
sistema tiene histéresis, la reducción de y no hace desaparecer las oscilaciones 
de mayor amplitud, que van a persistir más allá del punto crítico. En este 
ejemplo, su destrucción requiere de la colisión de los dos ciclos límite, otro tipo 
de bifurcación que se analizará más adelante. La Figura 3.59 ilustra este caso. 
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H<0 u>0 


Figura 3.59: Bifurcación subcrítica 


Distinción entre bifurcaciones subcrítica, supercrítica o degenerada 


La linealización no es un criterio para distinguir entre las diferentes clases de 
bifurcaciones de Hopf, pues en el punto de bifurcación el punto fijo no es hi- 
perbólico. Se incluye también el caso degenerado, que corresponde a la situación 
en la cual en lugar de un ciclo límite se tienen centros en el punto de bifur- 
cación. Hay un criterio analítico pero no siempre es fácil de usar. Un recurso 
es la simulación en el computador. Si aparece un ciclo límite pequeño apare- 
ce justamente después de que el punto fijo se vuelve inestable, y su amplitud 
disminuye cuando el parámetro se reversa, la bifurcación es supercrítica. Un 
ejemplo de bifurcaciones degeneradas es el sistema correspondiente al péndulo 
+ pi +senzx =0, si el parámetro de amortiguación cambia de positivo a ne- 
gativo, el punto fijo en el origen cambia de una espiral estable a una inestable. 
Sin embargo, para y = 0 no hay un ciclo límite, sino una banda continua de 
trayectorias cerradas. 


A modo de ejemplo para distinguir el tipo de bifurcación de Hopf considere el 
sistema £ = yx — y + 24?, y = 3 + uy + y”. En coordinadas polares se puede 
ver que la ecuación para r es + = pr + ry?, es decir para y > 0, r(t) crece 
sin límite. Por lo tanto, la bifurcación no puede ser supercrítica. No puede ser 
degenerada porque las trayectoria cerradas son imposibles, es decir se trata de 
una bifurcación de Hopf subcrítica (ver Figura 3.60). 


Un ejemplo interesante desde el punto de vista aplicado, con una historia muy 
diciente sobre el clima de censura en la antigua Unión Soviética es el de las osci- 
laciones en reacciones químicas, primero estudiadas por Belousov [1959] y cuya 
historia se puede ver en Winfree [1984]. A comienzos de los años 1950, Belousov 
estaba estudiando el ciclo de Krebs, que es un proceso metabólico que ocurre 
en células vivas. Para esto mezcló ácido cítrico con iones de bromato en una so- 
lución de ácido sulfúrico y observó asombrado que la mezcla oscilaba de colores 
entre amarillo y transparente por aproximadamente una hora antes de llegar al 
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Figura 3.60: Bifurcación subcrítica de Hopf 


equilibrio. En esa época se pensaba que todas las reacciones química deberían 
llegar monotónicamente al equilibrio y no podían oscilar espontáneamente. Por 
tal preconcepción, falsamente apoyada en la termodinámica, le rechazaron la 
publicación de su descubrimiento, hasta mucho después que logró publicar un 
resumen en un congreso de medicina. 
La reacción química que originalmente uso Belousov es compleja, un ejemplo 
simple de oscilaciones auto-sostenidas en reacciones químicas es la llamada 
reacción de ácido malónico con bióxido de cloro y yodo. Un modelo simplificado 
es 

LT =4=L= 2, 

+x 
y =0% € — ¡25,) 


donde las variables x, y son proporcionales a las concentraciones de yodo y 
bióxido de cloro respectivamente. Los parámetros a y b dependen de las con- 
centraciones de otros reactivos y de constantes empíricas. La Figura 3.61 ilustra 
las nulclinas, un primer esquema del campo vectorial y una región de confina- 
miento para aplicar el teorema de Poincaré-Bendixson. 

En la intersección de las nulclinas hay un punto fijo en x* = a/5, y? = 1+(2*)?. 
Si este punto fijo es inestable se puede aplicar el teorema incorporando un roto 
en la región de confinamiento. Para estudiar las condiciones de estabilidad se 
mira la matriz Jacobiana, 


E 1 3(10?—5 —4g* 
—14+(2*)? 2db(a3)?  —ba* |' 


El determinante y la traza son por lo tanto, 


5bx* 3(2*)? — 5 — ba* 


dos = 
3 >V,7 14 (07 


Y 
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Figura 3.61: Oscilaciones de Belousov en reacciones químicas y región de con- 
finamiento 
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Figura 3.62: Diagrama de fase para dos casos de parámetros en ejemplo de 
oscilaciones auto-sostenidas en reacciones químicas 


Como el determinante es positivo, el punto fijo no es una silla. Si b < b. = 
3a/5 — 25/a entonces (x*, y*) es un nodo repelente. En tal caso el teorema 
de Poincaré-Bendixson indica la presencia de un ciclo límite. A medida que 
el parámetro b disminuye el punto fijo cambia de una espiral estable a una 
inestable, los valores propios pasan por el eje imaginario, y se tiene una bi- 
furcación de Hopf que es supercrítica. La Figura 3.62 presenta el diagrama de 
fase para dos casos de parámetros. Para calcular la frecuencia o el período se 
usa la magnitud de la parte imaginaria del valor propio, w? = A = 5b¿x* /y*. 
La Figura 3.63 ilustra el diagrama de bifurcación y la dependencia del período 
con el parámetro a. 


3.5.3. Bifurcaciones Globales 


Además de las bifurcaciones de Hopf hay otras tres maneras de que aparezcan 
o se destruyan ciclos límite cuando cambian los parámetros. Éstas son globales, 
en el sentido de que involucran regiones mayores, en lugar de la simple vecindad 
de un punto fijo. 
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Figura 3.63: Lugar de bifurcación en ejemplo de oscilaciones auto-sostenidas 
en reacciones químicas y dependencia del período en función del parámetro a 


MESA =p, 0>u1>1, 


Figura 3.64: Colisión de ciclos 


Bifurcaciones Silla-Nodo de Ciclos 


Una posibilidad es la colisión de ciclos límite, como lo ilustra el ejemplo * = 
pr r?—ó, 0 =w+br?. Para  =0 hay una bifurcación de Hopf, pero además 
hay otra bifurcación global en la región y < 0. Como sistema unidimensional 
hay una bifurcación silla-nodo en 4. = —1/4, en coordenadas polares en dos 
dimensiones estos puntos fijos corresponden a ciclos. La Figura 3.64 presenta 
el esquema unidimensional y el correspondiente diagrama de fase en el plano 
polar. La amplitud del ciclo en el nacimiento es O(1) 


Bifurcación de Período Infinito 


Mediante el ejemplo del sistema + =r(1—12), O = —sen0 se procede a ilustrar 
esta bifurcación. En cada componente el sistema se había estudiado en una di- 
mensión. En r, todas las trayectorias excepto r* = 0 tienden monotónicamente 
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Figura 3.65: Bifurcación de período infinito 


al circulo unitario. En 6, el movimiento es antihorario si y > 1, mientras que 
si y < 1 hay dos rayos invariantes definidos por sen9 = y. Cuando u = 1 se 
desarrolla un cuello de botella en 9 = 7/2 que lleva a período infinito, en este 
caso hay un sólo punto fijo. Para y < 1 el punto fijo se parte en una silla y un 
nodo. La amplitud de la oscilación permanece O(1) y el período crece como 
(u— pu.) 12. La figura 3.65 ilustra ambos casos. 


Bifurcaciones Homoclínicas 


En este tipo de bifurcación, un ciclo límite se acerca a un punto fijo de tipo 
ensilladura, en el punto de la bifurcación lo toca y se convierte en una órbita 
homoclínica. El ejemplo + = y, y = py + 2 — 2? + xy ilustra la bifurcación 
homoclínica. La Figura 3.66 muestra el diagrama de fase antes, en, y después 
de la bifurcación. Numéricamente se encuentra que la bifurcación ocurre para 
Mc = —0,8645. Para y < pu un ciclo límite estable pasa cerca al punto de silla 
en el origen. Á medida que y crece, el ciclo límite también crece y choca con el 
punto de silla, produciendo una órbita homoclínica. Para y > fee la conexión se 
pierde y el bucle se abre. Un factor clave para observar lo que pasa en este tipo 
de bifurcación es observar la rama de la variedad inestable que sale del origen 
hacia el noreste, a medida que gira, o va para el origen o toma rumbo hacia un 
lado o el otro de la variedad inestable. Este caso también es de período infinito. 
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Figura 3.66: Bifurcación homoclínica 


Escalamiento 


Para cada una de las bifurcaciones asociadas a los ciclos límite hay unas leyes 
de escalamiento características que es conveniente resumir. Sea y el parámetro 
que mide la distancia respecto al punto de bifurcación. Se asume que y << 1. 
En estas condiciones la Tabla 3.1 resume lo correspondiente a cada bifurcación. 


Amplitud | Período 
Hopf Supercrítica O(pi/?) O(1) 


Silla-Nodo de ciclos | O(1) O(1) 
Período Infinito O(1) Ola) 
Homoclínica O(1) O(In y) 


Tabla 3.1: Escalamiento en bifurcaciones asociadas a ciclos límite 


Es instructivo aplicar estas ideas al caso del oscilador de Van der Pol, que se 
había tratado en las Secciones 3.4.1, 3.4.3 y 3.4.4. La ecuación del sistema es 
i+x+e(2? — 1)4 = 0. Para e = 0 los autovalores en el origen son imagina- 
rios puros (A = +1). Esto indica una bifurcación de Hopf para e = 0. Pero el 
análisis anterior mostró que para 0 < e << 1, el sistema tiene un ciclo límite 
de amplitud r = 2. Es decir que el ciclo nace grande, no con amplitud O(el/?) 
según la ley de escalamiento. La razón es que la bifurcación es degenerada, 
simultáneamente se anula el término no lineal eza? 


cuando e = 0 y los autova- 
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Figura 3.67: Franja del espacio de fase para la unión de Josephson 


lores cruzan el eje imaginario. Para remover la degeneración se toma u? = ex? 


para remover la dependencia del término no lineal con e, la ecuación se reescri- 
be como ú + u + u*%ú —eú = 0. La solución previa del ciclo límite en términos 
de u es u(t, e) = 2/ecost. La amplitud es proporcional a e*/2 como se espera 
para una bifurcación de Hopf. 


3.5.4. Unión de Josephson, histéresis en Superconductores 


Las ecuaciones en este caso equivalen a las de un péndulo amortiguado forzado 
por un torque constante. Esto va a resultar en la coexistencia de un ciclo límite 
estable y un punto fijo estable. La ecuación es 


h . 
no mola 


a 
donde h es la constante de Planck dividida por 27, e es la carga del electrón, Ig 
es la corriente de sesgo, C, R, [, son la capacitancia, resistencia y la corriente 
crítica. p es la diferencia de fase a través de la unión. De manera adimensional 
la ecuación se expresa como $” + ad! +seng = I, con t = ty/2el./hC, I = 
Ip/Ll.>0, a = y/h/2el¿R?2C > 0, o en forma de sistema de primer orden 


d'=y, y =I-send— oy. 
Los puntos fijos son y* = 0, sen p* = I, si [ < 1. Pero si [ > 1 no hay ningún 


punto fijo. En el primer caso uno de los puntos fijos es una silla y el otro un 
sumidero, pues la matriz Jacobiana es 


por tanto la traza y el determinante son 7 =—0a.<0, A=co0sp* = +y 1 — 1?. 
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Figura 3.68: Esquema del mapa de Poincaré para la unión de Josephson 


Cuando A > 0 hay un nodo estable si 7? — 44 = a? — 4y1 -— 1? >0, es decir, 
si la amortiguación es fuerte o si Í es cerca a 1, de lo contrario el punto fijo es 
una espiral estable. Cuando 1 = 1, el nodo estable y la silla colisionan en una 
bifurcación. 


Lo interesante del ejemplo es si hay o no trayectorias cerradas y el método para 
estudiarlas. ¿Qué pasa si I > 1? En este caso no hay puntos fijos, veremos que 
todas las trayectorias son atraídas a un único ciclo límite estable. Para este fin 
se usan los mapas de Poincaré, o mapas de primer retorno. Sean y y ya tales 
que 0 < y < (1 -— 1)/a y ya > (1 +1)/a, yy < y < yz. Al interior de esa 
franja el flujo es siempre hacia la derecha, y > 0 => Y > 0 (Figura 3.67). Por 
la periodicidad de los ángulos basta considerar el rectángulo [0,27] x [y1, ya] 
(Figura 3.68). Se define el Mapa de Poincaré, como un mapa de y +> P(y), tal 
que dado y para $ = 0, P(y) es el valor correspondiente para $ = 2r. 


La pregunta sobre trayectorias cerradas corresponde a la existencia de un y* 
tal que P(y*) = y*. Si la respuesta es afirmativa se tiene la existencia de 
trayectorias cerradas para el sistema. La Figura 3.69 ilustra el argumento: Se 
tiene P(y1) > y1, P(ya) < ya y además P es continua y monótona. Por lo tanto 
la función P debe cruzar la recta y(27) = y(0). Es importante notar que la 
existencia de una orbita cerrada en este caso, sin puntos fijos, no contradice el 
teorema de Poincaré Bendixson, pues realmente proviene del carácter periódico 
del espacio de fase. 


Del análisis del péndulo en la Sección 3.2.2 se hizo distinción entre dos clases 
de trayectorias periódicas, las libraciones y las rotaciones (Figura 3.70). Para 
IT > 1 no hay libraciones pues no hay puntos fijos. La unicidad de las rotaciones 
se demuestra mediante un argumento energía, que se define mediante E = 
3y? — cos á. 


Si gradualmente se toman valores de / cada vez menores, partiendo de un 
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Figura 3.69: Argumento para existencia del punto fijo del Mapa de Poincaré 


Libración Rotación 


Figura 3.70: Rotaciones y libraciones 
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valor inicial / > 1 resulta una bifurcación homoclínica para un valor /. < 1. Es 
interesante estudiar numéricamente esta bifurcación, la coexistencia de punto 
fijo estable y ciclo límite estable para [,. < [ < 1 y la histéresis que resulta. 


3.5.5. Cuasiperiodicidad 


Además del plano y del cilindro, otro espacio de fase muy importante en dos 
dimensiones es el toro. En particular es el espacio adecuado para sistemas de 
la forma 


0, = f1(01,02) 
0, = f2(01,02), 


con fi, f funciones periódicas de los dos argumentos. Los ángulos 0, y Oz se 
entienden  mód (27). 


Un modelos simple para osciladores acoplados es 
0, = (01 + Ki sen(02 NN 01) 


0, = a + K, sen(01 Jak 02), 


donde wi > 0, wz > 0 son las frecuencias naturales y K1, K2 > O son las 
constantes de acoplamiento. Se puede interpretar cada ángulo 01 y 02 como 
coordenadas en el toro, análogas a la latitud y longitud. En ocasiones la re- 
presentación en dos dimensiones del toro obscurece el diagrama de fase y es 
más conveniente la representación en un rectángulo con fronteras periódicas. 
Es decir las trayectorias que salen por uno de los extremos reaparecen por el 
extremo opuesto. 


El caso más simple de los osciladores no acoplados tiene comportamiento in- 
teresante. Para este caso Ki = Ka = 0. Se diferencian dos casos. Cuando 
wa/w] es racional, todas las trayectorias son cerradas, es decir periódicas. En 
el toro las trayectorias forman un nudo. Por ejemplo, el nudo de trébol cuando 
wa/w = 3/2 (ver Figura 3.71). En el caso no acoplado las trayectorias en el 
diagrama de fase en un cuadrado periódico son rectas con pendiente igual a la 
relación de frecuencias. El segundo caso es cuando la relación de frecuencias es 
irracional, las trayectorias no son cerradas, por tanto no son periódicas, pero 
son densas, en el sentido de que pasan tan cerca de cualquier punto como se 
quiera. Este caso se conoce con el nombre de cuasi-periodicidad. 


El caso acoplado puede descifrarse si se mira la diferencia de fases, 4 = 01 —02 = 
w — wa — (Ki, + K>) sen 6, que corresponde al oscilador no uniforme que ya 
estudiamos. Hay ó dos ó ningún punto fijo, y una bifurcación silla-nodo cuando 
[1 — wa| = K1 + Kz. 
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Figura 3.71: Nudos en un toro 


Cuando hay dos puntos fijos, se obtienen implícitamente de 


sen p* = bo 
K¡ + K3' 


El menor de los dos es estable y el mayor inestable. Todas las trayectorias 
tienden asintóticamente al punto fijo estable. En el toro, las trayectorias se 
acercan a una solución en-fase, en la cual los dos osciladores están separados 
por una fase constante /*. Esta solución en fase es periódica, ambos osciladores 
se mueven a la misma frecuencia, dada por w* = 0, = 0, = wa + Ko» sen /*, que 
usando la expresión para (* da 


_ Kiw+Kaw1 
Ki + Ka 


* 


que es una frecuencia de compromiso que cae entre las dos frecuencias naturales 
de cada oscilador. 


En el toro, las trayectorias correspondientes a los puntos fijos estable e inestable 
aparecen como líneas diagonales de pendiente 1, y corresponden a trayectorias 
cerradas (Figura 3.72). Si se cambia la frecuencia natural de alguno de los 
osciladores, es decir, se cambian los parámetros del problema, es posible hacer 
que las trayectorias estable e inestable se acerquen y se choquen. Esto ocurre 
cuando |w —wa| = K1+1K. En este punto se produce una bifurcación nodo-silla 
de ciclos y la solución en-fase se destruye. Después de la bifurcación se tiene 
el caso no acoplado, es decir o racional o cuasiperiódico. La única diferencia es 
que las trayectorias en el espacio de fase no son rectas sino curvas. 
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vá 2 


9, 0» 


0 27 
9, 0 


Figura 3.72: Diagramas de fase para oscilador no acoplado a la izquierda y 
acoplado a la derecha 


3.5.6. Estabilidad Lineal de Órbitas Periódicas 


Los mapas de Poincaré son un instrumento poderoso para estudiar la existencia 
de trayectorias cerradas, tal y como se mostró en la Sección 3.5.4. También 
permite estudiar la estabilidad de los ciclos límite y en general las espirales cerca 
a los ciclos límite. Considere un sistema n—dimensional x = f(x). Sea S una 
sección de dimensión n — 1, transversal al flujo, es decir todas las trayectorias 
que empiecen en S la atraviesan, no son paralelas a ella. El mapa de Poincaré es 
una función de S a S, que corresponde a la siguiente intersección con S de una 
órbita que empieza en S. Si xx representa la k-ésima intersección de una órbita 
con S, entonces el mapa de Poincaré se define por 


X= P(XE): 


Si x* es un punto fijo de P, es decir, P(x*) = x*, entonces una trayectoria que 
inicia en x* retorna a x* al cabo de un tiempo T', y hace parte de una órbita 
cerrada del sistema x = f(x). 

La idea es que el comportamiento de P cerca al punto fijo x* da la infor- 
mación sobre la estabilidad de las trayectorias cerradas. Es decir, el mapa de 
Poincaré convierte la estabilidad de los ciclos límite, un problema difícil, en 
la estabilidad de un mapa, un problema más tratable. El mayor problema es 
encontrar una expresión para P. A su debido tiempo (Sección 6.4) los mapas 
se van a estudiar a profundidad. Por ahora, se presenta una introducción a la 
estabilidad lineal. Sea vg una perturbación infinitesimal al rededor del punto 
fijo x*, entonces 


x 4 v1 = P(x% + vo) = P(x%) + [DP(x")]v0 + O(lIvol1?), 


donde DP es una matriz de orden (n—1) x (n— 1) llamada el mapa linealizado 
de Poincaré. Teniendo en cuenta que x* es un punto fijo se tiene 
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vy = [DP(x*)]v0 + O(l|voll?) 


La estabilidad depende de los autovalores Az de la matriz DP(x*). La órbita 
cerrada es estable si se cumple que |A¿| < 1, para todo k. Estos autovalores 
se conocen como los multiplicadores de Floquet. El caso en el cual todos los 
autovalores son diferentes y por tanto hay n — 1 autovectores independientes, 
digamos ej, y por tanto es posible escribir vo = > 1jej, para n — 1 escalares 
v;, y además 


n—1 n—1 
vi = (DP(x)) ) ve; =D ve 
j=1 j=1 


Si se itera k veces, esto se expresa como v¿ = »1j(Aj)"ej. Por lo tanto, si 
todos los autovalores cumplen |A;| < 1, la magnitud de las perturbaciones 
Ivi || > 0 geométricamente rápido, lo que explica la estabilidad. 
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Fractales 


4.1. Principios de Análisis Matemático 


Un tratamiento satisfactorio de los fractales requiere un mínimo rigor ma- 
temático. Lo que sigue en esta sección es material estándar de un curso básico. 
Hay muchas referencias, todas excelentes. La fuente principal es Rudin [1974]. 


Hay muchos más números reales que números racionales o fraccionarios. Una 
primera indicación de esto es mostrar un real irracional. El ejemplo clásico 
es demostrar que la ecuación p? = 2 no se cumple para ningún racional p. Se 
procede por contradicción: suponga que p = m/n, con m y n enteros, no ambos 
pares. La ecuación implica m? = 2n?, y por tanto m? es par, lo que a su vez 
implica que m es par y que m? es divisible por 4. Así que n? es par, y por tanto 
n también. Contradicción. 

Pero la construcción de Cantor muestra de una manera más clara que hay 
muchos más reales que no son racionales. Para esto se requiere definir qué se 
entiende por conjuntos finito, infinito, contable y no contable. El concepto clave 
es el de equivalencia entre conjuntos. Dos conjuntos A y B son equivalentes y 
se escribe A = B si hay una relación 1 a 1 entre ambos. 

Sea N el conjunto de todos los naturales, es decir enteros positivos. Para todo 
entero positivo n, sea [, =41,2,...,n). Un conjunto A es finito si A = Í,, para 
algún natural n, el conjunto vacío también es finito. Un conjunto A es infinito 
si no es finito. Un conjunto A es infinito contable si A =— N. Un conjunto A es 
no-contable si no es ni finito, ni contable. Si B es un subconjunto propio de A, 
A“ B si y solo si A es infinito. 

Los números racionales son contables. Para esto se procede a escribirlos en un 
orden que permite contarlos siguiendo un método desarrollado por Cantor. El 
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signo se toma como específico del numerador, es decir todos los denominadores 
son positivos. En la primera fila se ordenan todos los que tienen denominador 
1, tomando primero el 0, luego el —1 y a continuación el +1, luego —2 y +2 y 
así sucesivamente. Luego en la segunda fila los que tienen denominador 2, se 
empieza por —1/2, +1/2, -2/2, 2/2, -3/2, +3/2,..., y así con las demás filas. 
El ordenamiento se hace de manera diagonal, si a; ¿ representa el elemento j de 
la fila 1, la enumeración se hace a1 1,412, 42,1, 41,3, 42,2, 3,1, 01,4. . ., teniendo 
cuidado de no incluir repetidamente los que ya se habían enumerado. Esta 
enumeración corresponde a establecer una relación 1 a 1 entre el conjunto de 
los racionales y N. Esto demuestra que los fraccionarios son contables. 


Ahora Cantor presentó también una prueba de que los reales son no-contables. 
Se toman los reales en [0, 1) expresados en base 10. Para evitar la repetición 
de representaciones de la forma 0,2 y 0,1999... ésta última con 9 en todas las 
cifras a continuación del 1 se omiten los que terminan en nueves repetidos y 
se toma sólo la representación alternativa, en este ejemplo la de 0,2. Se asume 
que se pueden contar, es decir que están listados todos en un orden que permite 
enumerarlos y se procede a mostrar que en tal enumeración no están todos. Se 
construye uno con la primera cifra diferente de la primera del primer número; la 
segunda cifra diferente de la segunda del segundo número; y así sucesivamente. 
Este número así construido es diferente de todos. Luego no es posible contar 
los reales. 


El ínf(E) de un conjunto de reales E acotado inferiormente es su máxima cota 
inferior. En otras palabras es aquel número a = ínf(E) tal que a es una cota 
inferior de E (es decir para cualquier p € E, se tiene a, < p) y tal que si a < y 
entonces y no es una cota inferior para PE. 


El sup(£) de un conjunto de reales acotado superiormente E es su mínima cota 
superior, es decir aquel número B = sup(E) tal que P es una cota superior de 
E (es decir para cualquier p € E, se tiene p < 5) y tal que si y < P entonces 
“y no es una cota superior para E. 


El sup y el ínf de un conjunto no necesariamente pertenecen al conjunto. Los 
reales tienen la propiedad de que para todo subconjunto no-vacío, E, acotado 
superiormente, existe sup(E) en los reales. 


4.1.1. Espacios métricos 


Un conjunto de puntos X es un espacio métrico si para cualquier par de puntos 
py q de X hay asociado un número real d(p, q), llamado una distancia o una 
métrica, que cumple las tres propiedades siguientes 


= d(p,q) 20 y d(p, q) =0 si y sólo si p =q 
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= d(p, q) = d(q,p) 


= d(p, q) < d(p,r) + d(r, q), para cualquier r € X. 


Son ejemplos de espacios métricos los reales, RR; los complejos, C, los espacios 
real y complejo de dimensión n, ¡R” y C”, y el espacio de las funciones inte- 
erables de X a X denominado L2|X]. Los primeros equipados con la distancia 
Euclídea, 


y el último con la distancia 
1/2 
d(f, 9) = (fat - alo)Y'de) . 


4.1.2. Abiertos y Cerrados 


Una vecindad de un punto p con radio r, denotada como V,.(p), es el conjunto 
de todos los q € X tales que d(p, q) < r. Un punto p es un punto límite de un 
conjunto E, si toda vecindad de p contiene un q % p tal que q € E. Un conjunto 
E es cerrado si todo punto límite de E está en E. Un punto p es interior a un 
conjunto E si existe una vecindad V de p tal que V C E. Un conjunto E es 
abierto si todos sus puntos son interiores. Toda vecindad es abierta. 


El interior de un conjunto LE es el conjunto de sus puntos interiores, int(E) = 
[lx € E; V,(1) € E para algún r). Si p es un punto límite de E, entonces, toda 
vecindad de p contiene infinitos puntos de E. Un conjunto finito no tiene puntos 
límites. Un conjunto E es abierto si y sólo si su complemento es cerrado. Un 
conjunto E es cerrado si y sólo si su complemento es abierto. 


La unión arbitraria de abiertos es abierta. La intersección arbitraria de cerrados 
es cerrada. La intersección de número finito de abiertos es abierta. La unión 
de un número finito de cerrados es cerrada. Sea G,, = (-1/n,1/n). Cada G,, 
es abierto, pero M¿2¿G, = (0) que no es abierto. Luego la condición de la 
intersección de un número finito de abiertos es necesaria. 


Un conjunto E es perfecto si es cerrado y si todo punto de E es un punto 
límite de E. E, la clausura de un conjunto E, es el conjunto formado por los 
elementos de E y todos sus puntos límite, también es el menor conjunto cerrado 
que contiene a E. La frontera de E está compuesta por los puntos de E tales 
que todas sus vecindades traslapan tanto a E como a su complemento PE”, es 
decir JE = EN E”. Un conjunto E es denso en un espacio X si todo punto de 
X es un punto límite de E, o un punto de E, o ambos. Un conjunto A es nada 
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Conjunto Cerrado Abierto Perfecto  Acotado 
[z € C;lz] < 1) no si no si 
[z € C;lz] < 1) si no si si 
E finito, EX Q si no no si 
N si no no no 
(z€R;z=1/n,n€N) no no no si 
C si si si no 
(a, b) no si no si 
ro) si sl no si 


Tabla 4.1: Ejemplos de abiertos y cerrados 


denso si su clausura tiene interior vacío, de manera equivalente si 4” es denso. 
La Tabla 4.1 ilustra algunos ejemplos de estos conceptos. 


4.1.3. Compactos 


Una cobertura abierta de un conjunto E es una colección de conjuntos abier- 
tos Ga tal que E € UaGo, Un subconjunto K de un espacio métrico X es 
compacto si toda cobertura abierta de K contiene una sub-cobertura finita. Es 
decir, existen n,0;],...,An tales que KC Ga UGaU...U Gan. En espacios 
métricos, los compactos son cerrados. Subconjuntos cerrados de compacto son 
compactos. Si (Ka) es una colección de compactos tal que la intersección de 
cualquier sub-colección finita es no vacía, entonces NKA X Q. 


Si E es un subconjunto infinito de un compacto XK, entonces tiene un punto 
límite en K. Si (1,,) es una sucesión de intervalos cerrados tales que [+1 C Ln 
para todo n > 0, entonces 


rifa FA ó. 


Lo anterior también es válido para R”, con celdas cerradas en lugar de inter- 
valos. Toda celda cerrada es compacta. Todo conjunto acotado infinito de JR” 
tiene un punto límite en R”. 


4.2. Conjunto de Cantor 


Sea Ep el intervalo [0, 1]. Remueva el tercio medio (3, 3) y sea Ej la unión de 
los intervalos [0, 3] y [5,1]. Sucesivamente E, se obtiene de E,-1 removiendo 
el tercio medio de cada intervalo y tomando la los unión de los 2” intervalos 
resultantes, cada uno de longitud 37”. El conjunto de Cantor es el conjunto 
P =Mr-_1 En. La Figura 4.1 ilustra las primeras iteraciones de la construcción. 
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Figura 4.1: Esquema del conjunto de cantor 


Las principales propiedades del conjunto de Cantor son 


P no es vacío, algunos de sus elementos son 0, 1/3, 2/3, 1/9,2/9,7/9,8/9, 
1/4,...,1. Y tiene muchos más. De hecho, de acuerdo a su construcción 
P es cerrado y acotado, por lo tanto compacto 


Ningún intervalo de la forma EE, 2), con k y m enteros no negativos, 
tiene puntos en común con P, esto también viene de la construcción, son 


precisamente los intervalos removidos 


Como todo segmento (a, 8) contiene un segmento de la anterior forma si 
37” < (PB — a)/6, entonces P no contiene segmentos 


P es perfecto, pues no contiene puntos aislados. Sea x € P y S un 
segmento que lo contenga. Sea 1, el intervalo de E,, que contiene a z, 
Tome n suficientemente grande para garantizar que [, C S, y sea £, un 
punto extremo de /,, tal que x % tn. Por tanto Ip E P y por tanto x es 
un punto límite de P 


La longitud de P, es u(P) = límn-30 273” =0 
P es no contable, como se verá en seguida 
P es auto-semejante 


P tiene estructura fina. Si lo magnificamos le vemos más vacíos. Sin 
embargo, su definición es simple 


La definición de P es recursiva. Su geometría no es clásica, es muy irre- 
gular 


P consiste de todos los puntos x € [0,1] que no tienen 1s en su represen- 
tación en base 3. Esto implica que P es no contable 


P es nada denso. 


Con esta motivación de manera provisional se denominará a un conjunto como 
fractal si tiene las siguientes propiedades 
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n=1 Ñ 


Figura 4.2: Koch £L,, = (4/3)” 


= Tiene estructura fina. Si lo magnificamos le vemos más detalles 


= Su geometría es muy irregular para ser descrita en términos clásicos, 
tanto a escala local como global 


= Es auto-semejante, o aproximadamente auto-semejante, al menos en un 
sentido estadístico 


= Sin embargo, su definición es simple en la mayoría de los casos 


= En la mayoría de los casos su dimensión es mayor que la dimensión to- 
pológica y no es entera. 


Apoyados en un procedimiento recursivo semejante se pueden definir varios 
fractales. Las Figuras 4.2 y 4.3 ilustran dos casos. 
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E 
AE 


Figura 4.3: Copo de nieve de Koch 


4.3. Dimensión de Fractales Auto-semejantes 


El concepto de dimensión parece evidente y no requerir definición. Sin em- 
bargo es un concepto sutil. Procedemos a motivarlo con una demostración del 
teorema de Pitágoras que usa de manera implícita el concepto de dimensión. 
Luego se hace evidente la dimensión de objetos geométricos suaves autoseme- 
jantes para obtener un procedimiento que es consistente y aplicable a objetos 
autosemejantes más complejos, como el conjunto de Cantor. 


4.3.1. Teorema de Pitágoras 


En la Figura 4.4 se traza la perpendicular sobre la hipotenusa, formando dos 
triángulos semejantes al triángulo original. Es decir, Z4¿CAB = ZCDA = 1 


C 


A e B 


Figura 4.4: Triángulo rectángulo para demostración del teorema de pitágoras 
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y AABC = AABD «= AADC. Sean fi el factor de escala entre longitudes 
correspondientes (hipotenusas) del AABD y el AABC, es decir f¡ = c/a y 
sea fa el factor de escala entre AADC y AABC, es decir f2 =b/a. Ahora, el 
factor de escala para áreas es el cuadrado del factor de escala para longitudes. 
Por lo tanto, si z = ya(AABC) es el área de AABC, la de AABD es (c/a)?z, 
y la de AADC es (b/a)?z. Luego si se suma se obtiene 2 = (b/a)?z + (c/ay?z, 


es decir a? =b? +2. 


En la prueba hay dos ideas importantes. La primera es la semejanza, que 
aporta la relación de escalas. La segunda es la de dimensión. El triángulo es 
bidimensional, por eso la medida del tamaño, el área, escala con un factor que 
es igual al factor de escala de las longitudes elevado a la potencia 2. 


4.3.2. Dimensión de Auto-semejanza 


Intuitivamente un segmento tiene dimensión 1, un cuadrado 2, y un cubo 3. Una 
manera de hacer evidente esto es descomponer cada uno de estos objetos en 
partes autosemejantes, digamos tomando las dos mitades del segmento original, 
o los 4 cuadrados de lado 1/2 del original, o los 8 cubos de lado 1/2 del original. 
En todos los casos las partes son autosemejantes con el todo. En todos los casos 
el factor de escala usado fue A= 1/2. El número de partes autosemejantes fue 
2, 4 y 8 respectivamente. Intuitivamente relacionamos esto con la dimensión 
de los objetos: 2 = A7!, para el segmento de dimensión 1; 4 = A7?, para el 
cuadrado de dimensión 2 y 8 = A7?, para el cubo de dimensión 3. La dimensión 
aparece en el exponente para calcular el número de partes. Esto se generaliza 
con la siguiente Ley potencial. 


Para conjuntos auto-semejantes la relación entre el número N de objetos seme- 
jantes re-escalados y el factor de reducción r = A7! sigue una ley de potencia 


N=rP=x?, 


Sea D la dimensión de un conjunto E y up(E) su “volumen” D-dimensional. 
El conjunto re-escalado r7*E = AE tiene “volumen” 


uo(rT LE) = yp(AE) =P up(E) = AP up(E). 


Por lo tanto para un conjunto auto-semejante de dimensión D, que es igual a 
N copias re-escaladas de él mismo, se tiene 


uo(E) =Nupír E) =NrPup(E) >N=rP =P. 


Esto se puede escribir como una definición de dimensión para este tipo de 
conjuntos, 
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_ logs 
Dry |r|N D= log r 


— Conjunto 


mn Mm mideCantor| 9 [9/2] 083 
empaque 
de Sierpinski 

11213 1.58 


O 
curva de 
E Peano 
Sn 1|3|9 2.00 


* 


Figura 4.5: Cálculo de la dimensión para varios fractales auto-semejantes [Wi- 
kipedia, 2012a] 


Figura 4.6: Curva de Peano, D = 2 [Wikipedia, 2012a] 


ln Y In NV 
D= = Ñ 
Inr —1InA 
Si se aplica al conjunto de Cantor su dimensión es ln 2/1n 3 = 0,631. Para la 
curva de Koch la dimensión es ln 4/1n 3 = 1,26. 


Las Figuras 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9 ilustran otros ejemplos de conjuntos auto- 
semejantes [Wikipedia, 2012a]. 
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Figura 4.8: Árbol de Peano, D =2 [Wikipedia, 2012a] 


Figura 4.9: Generador y cuarta iteración de la curva de Gosper, D = 2 [Wiki- 
pedia, 2012a] 
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4.4. Sistema de Funciones Iteradas 


Antes de entrar a la generalización del concepto de dimensión para cualquier 
conjunto, es interesante formalizar el procedimiento para la construcción de 
conjuntos autosemejantes. 


4.4.1. Transformaciones Auto-semejantes 


Definición 4.4.1 (Contracción). Un mapa S : R” —> R” es una contracción 
si hay un real positivo r < 1 tal que 


[S(x) — S(y)| < rlz — yl 
para todo x, y € RR”. 


En el caso particular de igualdad, la contracción se denomina contracción se- 
mejante, S transforma un conjunto en otro semejante. 


Definición 4.4.2 (Sistema de Funciones Iteradas). Una colección finita de 
contracciones (51, S3,...,S,.) para m > 2 que se aplica repetidamente es un 
sistema de funciones iteradas (SFI). 


Un conjunto compacto no vacío F es un atractor (un conjunto invariante) de 
SFI si 


F=l)s:(E). (4.1) 
i=1 
Para el conjunto de Cantor 
1 1 2 
Sa) = gr Sar) = ze + a 


Es posible definir una distancia en C, la colección de todos los subconjuntos 
compactos de R” y demostrar que un SFI con contracciones semejantes con 


factores de escala rj,...,Tm tiene un único atractor F' que cumple la Ecuación 
4.1. 
Más aun, si se define la transformación S(E) = UlN”.,S;¡(E) para cualquier 


conjunto E € C, y además si S¿(E) C E para todo 1, entonces 


F = ñ Ss*(B). (4.2) 
k=0 
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Figura 4.10: Volumen de Bola Unitaria 


Donde S% = 1, S* = S(SF1), son los iterados de S. 


Es fácil ver que dim(b) = s, es la solución de 


m 
$ 
ri =1. 
¿i=1 


4.4.2. Transformaciones Auto-afines 


Definición 4.4.3. Una transformación 5, : RR” —> R” es auto-afín si es de la 
forma Si(1) = T(x) + b donde T es una transformación lineal (una matriz) y 
b un vector. 


La transformación corresponde a una traslación, una rotación, o un cambio de 
escala probablemente diferente a lo largo de cada coordenada. Una colección fi- 
nita de transformaciones auto-afines [S1, S2,..., Sm) para m > 2 es un sistema 
de funciones iteradas (SFI). Bajo ciertas condiciones un sistema de funciones 
auto-afines iteradas también tiene un atractor /F" que satisface las Ecuacio- 
nes 4.1 y 4.2. Estos sistemas tienen la capacidad de reproducir imágenes muy 
parecidas a las naturales. 


A modo de ejemplo considere el helecho [Barnsley, 2000; p. 85]. En R? una no- 
tación cómoda para un sistema de funciones iteradas, SFI, es parai=1,...,N 
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1 0; b; le di €; Í: Pi 
1 0 0 0 0,16 0 O 0,01 
2 085 004 -004 085 0 16 0,85 
3 020 -026 023 022 0 16 0,07 
4 —0,15 028 026 0,4 0 044 0,07 


Tabla 4.2: Parámetros para transformación afín que produce el helecho fractal, 
tomado de Barnsley [2000; p. 86] 


Si(x) = Aijx+ti 


(2) - EJE (5) 


Para especificar un SFÍ se requiere conocer NV matrices A; y vectores t;, como 
por ejemplo se presenta en la Tabla 4.2. Uno de los propósitos es calcular el 
atractor o el conjunto invariante del SFTI. Antes es obvio que hay que verificar 
la existencia de tal atractor. En los ejercicios se pide mostrar que los IFS 
hiperbólicos tienen un único atractor. En lo que sigue se asume la existencia, 
es decir que nos concentramos en IFS hiperbólicos. En el ejemplo de la Tabla 
el atractor es un helecho fractal, semejante al de la Figura 4.16. Para esto hay 
dos procedimientos. 


El primer procedimiento es determinístico y consiste básicamente en aplicar 
iterativamente el sistema de transformaciones a partir de un conjunto compacto 
inicial Fy CR?, 


Fn+1 = S(Fn) = UN ,S¡(Fn), para n=1,2,... 


La sucesión de conjuntos compactos [F,;n = 1,2,...) es convergente al atrac- 
tor F, punto fijo del sistema de funciones iteradas. Esto se garantiza mediante 
un teorema que asocia una cuenca de atracción de valores iniciales Fp. 


El segundo procedimiento también requiere justificación que se deja para los 
ejercicios y que tiene mucha relación con el tema del Capítulo 8. Asociada a 
cada componente 5;,2 = 1,...,N, hay una probabilidad p;, de tal manera 
que > p; = 1. En la Tabla 4.2 se incluyen también los respectivos p;. En los 
ejercicios se sugiere un procedimiento para obtenerlas. La necesidad de estas 
probabilidades y la manera de proceder al cálculo mediante simulación justifica 
que a este procedimiento se le denomine aleatorio o estocástico. En realidad es 
simple. Suponga un punto inicial xy € R?, de manera iterativa se aplica para 
n= 1,2,... la transformación recursiva 


Xn+1 = Pop (do 
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donde k,,n = 1,2,... es una sucesión de realizaciones independientes de 
una variable aleatoria XK, que toma uno de los posibles valores 1,2,...,N 
con probabilidad pj,p2,...,pw. La teoría justifica que la sucesión de puntos 
Xo,X1,... CF, va “llenando” el atractor F, a medida que se avance en la si- 
mulación. La justificación corresponde a la llamada teoría de ergodicidad, que 
se discute más extensamente en el Capítulo 8. 


Un problema importante de investigación es encontrar las transformaciones 
Si, 1 = 1,..., N tales que el atractor F' aproxime adecuadamente un objeto 
dado, por ejemplo una imagen como la del helecho. Un enfoque puede ser partir 
el objeto en partes, digamos R;, de tamaño s;, luego buscar para cada parte otro 
bloque V; de tamaño 25; que sea similar R; y por último encontrar una función 
tal que S(V;¡) = Ri. Este procedimiento se puede emplear para comprimir 
imágenes, videos o archivos. La información se codifica fractalmente y luego se 
reconstruye usando un algoritmo para calcular el atractor. Esta tecnología se 
usa de forma comercial en la actualidad. Mayores detalles en Barnsley [2000]. 


4.4.3. Interpolación Fractal 


Es posible usar el método del sistema de funciones iterado (SFI) para hacer 


interpolación fractal. Sea Y = [Zo = (x0,Yo),Z1 = (11,Y1),...,Zn = (Ln, Yn)) 
un conjunto de n +1 puntos de R?, es decir x, € R, y; €R y z; € R?. Para 
evitar trivialidades asuma que N > 2, 1 < 11 <...< En y To É Tn, y sean 


AZ; = Ti41 — Ti, Y Ayi = Yir1 — Yi. Tradicionalmente la interpolación busca 
una función h que aproxime adecuadamente los datos contenidos en Y y que 
permita “interpolar” h(x) para valores de x diferentes a los contenidos en Y, 
normalmente en y < 7 < Lp. Cuando no se cumple esta última condición se 
habla de extrapolación. 


La aproximación puede definirse de varias maneras según la necesidad. Una 
posibilidad es el método de mínimos cuadrados, es decir se minimiza la suma 
de los errores al cuadrado, mín »(h(x;) — y;)?. En general por este método se 
asume que los datos tienen ruido y que la función A es de forma conocida. Otra 
posibilidad es asumir que los datos no tienen error y obligar a la función de 
interpolación a pasar exactamente por los puntos de Y, por ejemplo mediante 
splines. En ambos casos la función de interpolación es suave. Pero muchas cosas 
de la naturaleza no son tan suaves, y cabe la posibilidad de interpolar con cero 
error en los puntos de Y con funciones con más textura, dimensión fractal. 


Usando el procedimiento SFI, se aplican las transformaciones afines definidas 
en la Ecuación 4.3, escogiendo los parámetros de tal manera que S¿(Zo) = Zi-1 
y Si(Zn) = Zi, para ¿= 1,2,...,n. De estas condiciones resulta un sistema de 
ecuaciones lineales que se cumple tomando para ¿=1,2,...,n 
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Ax¡- Ayi¡- =- 
Aj = is bi = 0, Ci = qe di 2 20 (4.4) 
Ln — TO Tn — YO Tn — LO 
C¡ = ¿— Qjln, fi = Yi — Cin — d¡Yn. (4.5) 
Los valores d;, da,...,d,, son libres con la restricción 0 < |d,| < 1 que garantiza 


la existencia del atractor. 
El atractor F' del SFI cumple la Ecuación 4.1 con las S; calculadas de acuerdo a 
las Ecuaciones 4.4 y 4.5. F corresponde al gráfico de la función de interpolación 
h, es decir 

F =((2, h(x)); x € [xo, 2n]). 
Además se garantiza que h(x,) = y; para ¿=0,1,...,n. 


La dimensión fractal del atractor F es la raíz D, solución de la ecuación 


n 
Y) dije” =1, 
i=1 
dado que 
n 
S di] > 1, 
¡=1 


y que no todos los puntos a interpolar sean colineales. Si no se cumplen las 
condiciones la dimensión del atractor es 1. 


4.5. Hausdorft-Besicovitch 


Para generalizar el concepto de dimensión a cualquier conjunto, ya no sola- 
mente a los autosemejantes, se procede a formalizar el concepto de medida. 


4.5.1. Medida de Hausdorff 


Definición 4.5.1. Sea U un subconjunto no vacío de IR”, su diámetro es |U| = 
supí|z — yl;x,y € Uj. Dado un conjunto F, una colección de subconjuntos 
abiertos U.,, tal que F € U,, U, es una cobertura de F. Si todos los U,, tienen 
diámetro menor que 0, la cobertura se denomina una d-cobertura. Para un 
número no negativo arbitrario s, la medida s-dimensional de Hausdorff de F 
se define como 


H*(EF) = lím inf (E (Vo. |*; (U, jes una d-cobertura de r) 
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Note que el ínf garantiza que la cobertura sea óptima. Además, a medida que 
0 > 0, la clase de posibles coberturas se reduce, por lo tanto el límite existe, 
aunque sea 0 o oo. 


La medida de Hausdorff tiene las siguientes propiedades de fácil verificación 
= H*(0)=0 
= Si E CF entonces H*(E) < H*(F) 
« A(UF;)< 2 H*F5) 


= Para los conjuntos regulares en R” se tiene H"(F) = 2" (F)/cn, donde 
fin es la medida de Lebesgue (longitud, área, volumen) en el espacio n- 
dimensional, c, = 71"/?/T(1+n/2) es el volumen de la bola n-dimensional 
de radio unitario, y por tanto 27 ”c,, el volumen de la bola n-dimensional 
de diámetro unitario 


= Para los conjuntos regulares en R” se tiene H*(F) = 0, si s > n. Mientras 
que H*(F) =00, sis <n 


= Si T' es una transformación semejante con factor de escala A > 0, y 
F CR”, entonces H*(T(F)) = A H*(F). 


A continuación se presenta una justificación para la expresión c, = 1/2 Taá+ 
n/2) del volumen de una bola unitaria en un espacio de dimensión n. Cla- 
ramente, in(B,) = r”c,, el volumen escala con el radio de la bola elevado 
a la dimensión correspondiente. Recuerde la definición de la función Gama, 
Dls)= E y le Ydy. Se procederá a calcular una integral en R”+*! por dos 
caminos usando el teorema de Fubini. Escriba los puntos de R”+! como (x, y), 
con x € R” y y € R. Sea D C R"*! = [(x, y); lx]? < y). La integral de e7Y 
sobre D usando el teorema de Fubini es 


0 0 e Ydxdy = 0 Cay Re Y dy = cr (1 +m/2), 
y=0 Y|x]?<y 0 


puesto que la integral interior es sobre una bola n dimensional de radio y!/?. 


Ahora, si se integra primero sobre y da 


/ 0 vaytx= | er dx = ll do; =p"? 
xER” Jy=|2/2 xcRr”n —00 


La expresión para C, se obtiene de igualar el resultado por los dos métodos. La 
Figura 4.10 muestra la dependencia de c, con n. Llama la atención que esta 
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AAA 
Da 


Figura 4.11: Ilustración del cálculo de la dimensión de Hausdorff-Besicovitch 


función tenga un máximo para n ligeramente superior a 5 y que de allí de- 
crezca rápidamente, de tal manera que czy = 0. Intuitivamente esto se puede 
interpretar porque para n grande la bola realmente no es como una bola sino 
como una estrella. 

4.5.2. Dimensión Hausdorff-Besicovitch 

Las propiedades de la medida de Hausdorff justifica la siguiente definición, 
Definición 4.5.2. La Dimensión Hausdorff- Besicovitch, Dy, del conjunto S 


es el valor crítico de s para el cual H*(F') cambia de cero a infinito (Figura 
4.11): 


0, s>.Dy 
oo, s<Dy 


ner) = 


4.5.3. Propiedades de la Dimensión HausdorfFBesicovitch 
"= Si E CF entonces D(E) < D(F) 
= D(EUF) =máx(D(E), D(P)) 


= Si T es una transformación rígida, Lipschitz o semejante, D(T(F)) = 
D(F) 


= Si F es contable entonces D(F) =0 


= Si F es un conjunto abierto de RR”, entonces D(F) = n, de manera 
semejante, una variedad m-—dimensional tiene dimensión m. 
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4.6. Dimensión de Cajas 


Aunque el anterior concepto de dimensión es una generalización completa y 
rigurosa del concepto intuitivo de dimensión, su aplicación no siempre es di- 
recta, por tal motivo se recurre a aproximaciones, que aunque son adecuadas 
para la mayoría de los casos, no está exenta de problemas, como se verá. 


Si se desea calcular la dimensión de un objeto, se procede a cubrirlo con cajas 
(celdas) de tamaño 9, teniendo cuidado de que esta sea mínima u óptima. 
Suponga que se requieren N (0) cajas para cubrir el objeto. Se sabe que para una 
curva suave se requieren N(9) = L/0, para una superficie suave N(9) = 4/0?. 
En general, para un objeto de dimensión Dg se requieren N(9) x 47P2. Esto 
se puede usar para calcular la dimensión mediante, 


4.6.1. Ejemplos de aplicación 
Longitud de la Costa de Islandia 


La longitud de una costa, un río, o el perímetro de una cuenca hidrográfica no 
se pueden determinar independientemente de la escala [Mandelbrot, 1967]. El 
caso de las cuencas será objeto de discusión en el Capítulo 5. Usando la idea de 
la dimensión de cajas se procede a “cubrir” la costa con celdas unidimensionales 
como se ilustra en la Figura 4.12 [Kraft, 1995]. Usando diferentes tamaños de 
la celda se obtienen los datos que se registran en la Tabla 4.3. El número de 
segmentos necesarios para recorrer la costa depende de la escala de acuerdo a 
N(r) =c-r7PB, por lo tanto la longitud también L(r) =c-r!-P2, De la Tabla 
se puede estimar en espacio log — log la pendiente y el intercepto, 


=D = LS 097, 


por lo tanto Dg = 1,27, c = 8,5. Es decir la longitud para dos escalas diferentes 
es distinta, L(0,010) = 17000 km, y L(50) = 1700 km (Figura 4.13). 
Área de Islandia 


De manera semejante se procede con el área, como lo ilustran las Figuras 4.14 
y 4.15 
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Int 


2 3 4 5 6 
Inr 


Figura 4.13: Longitud de la Costa de Islandia, tomado de Kraft [1995] 


ñ " LT] r=50km 
35 


y N= 


e 


> r=25 km 
Ss PO N=76 


r= 12,5 km 
E y H N=168 


Figura 4.14: Área de Islandia, tomado de Kraft [1995] 
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r [km] N L= Nr [km] Inr In£ 
200 6 1200 9,90 7,09 
100 14 1400 4,61 7,24 

80 20 1600 4,38 7,38 
40 46 1840 3,69 7,092 
20 112 2240 3,00 7 


Tabla 4.3: Longitud de la Costa de Islandia, tomado de Kraft [1995] 


Figura 4.15: Dimensión de Cajas para área de Islandia, tomado de Kraft [1995] 


Helecho fractal 


El procedimiento también se puede aplicar a objetos naturales. Las Figuras 
4.16 y 4.17 ilustran el procedimiento para el ejemplo de un helecho tomado de 
Kraft [1995]. 


4.6.2. Dificultades 


La dimensión de caja de un conjunto y la de su clausura son iguales. En parti- 
cular si F' es un subconjunto denso de un conjunto abierto G de IR”, entonces 
D(F) = D(G) = n. Es decir que por ejemplo los racionales tienen dimensión 
de caja 1, mientras que en realidad tienen dimensión 0. 


Para otros conjuntos infinitos el concepto también falla, por ejemplo para 
el conjunto F = (0,1,1/2,1/3,...) se obtiene que la dimensión de caja es 
D¿(F) = 1/2, pero este conjunto tiene dimensión 0. 


La dificultad proviene del carácter aproximado, lo que simultáneamente es 
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f= 128, N= 27 , r=32,N= 315 


Figura 4.16: Helecho fractal, tomado de Kraft [1995] 


10 20 30 50 100 200 300 500 1.000 
r 


Figura 4.17: Cálculo de la dimensión de cajas de un helecho fractal, Dg = 1,77, 
tomado de Kraft [1995] 
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su atractivo. Como resultado de estas dificultades hay otras definiciones de 
dimensión que se pueden consultar en Falconer [2003]; Feder [1988]; Dimotakis 
[1991]; Barnsley [2000] 


4.7. Multifractales 


Las fuentes de esta sección son Falconer [2003]; Evertsz and Mandelbrot [1992]; 
Kolmogorov [1941, 1962]; Mandelbrot [1974, 1989]; Gupta [2000]; Feder [1988]. 


4.7.1. Medidas 


Para la definición de objetos multifractales se procede a la distribución de una 
“masa” sobre regiones cada vez más pequeñas, que dan origen a densidades y 
medidas. Para tal efecto es necesario una definición rigurosa. 


Una medida y en R” es una función de valores reales positivos definida para 
subconjuntos de IR”, que cumple tres propiedades: (0) = 0; y(A4) < u(B) si 
AC B;ysiA,, n= 1,2,...es una sucesión contable de conjuntos mutuamente 


disjuntos entonces 
(UY An) = Y (An) 
n=1 n=1 


Para medidas de probabilidad se requiere además que (Q) = Pr(Q) = 1, 
donde (2 es el espacio muestral. 


4.7.2. Cascada Binomial Determinística 


La manera más sencilla de construir un multifractal es mediante un proceso 
multiplicativo. Se inicia, paso 0, con una masa unitaria uniformemente distri- 
buida en intervalo unitario 7 = [0,1]. En el primer paso de la construcción se 
divide el intervalo en dos partes iguales: /y = [0, 3] el; = (3, 1], y se redistri- 
buya uniformemente una fracción my de la masa para el intervalo /y y la masa 
restante m1 = 1 — mg uniformemente para el intervalo f¡, sin pérdida de gene- 
ralidad sea m, < mp. Es decir (lp) = mo, (11) = mj. Se repite el proceso. 
En la segunda etapa hay 4 intervalos: loo = [0, 2), Lo = (E 3), Lo = (5, 31, 
Li = (h 1]; y se redistribuye la masa como en la primera etapa, una fracción 
moy para el intervalo de la izquierda y m; para el de la derecha 


u(Lo0) = momo, (Lo1) = mom, p(L10) = mimo, p(L11) = mimi 


En la etapa k, la masa está distribuida en los intervalos diádicos (127*, (i + 
1)27F], con ¿=0,1,...,2* — 1. Denotemos este intervalo como 1% = Ig, g,...g,,, 
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Figura 4.18: Cascada multiplicativa unidimensional 


Figura 4.19: Cascada 2D 


con B; € (0,1). Sea ny el número de ceros en la dirección P1B2... Pr, y ni = 
k — ny el número de unos. La medida en tal subintervalo es 


k 
i=1 


El número de subintervalos con tal masa es (5) De allí la razón del nombre 
binomial. La cascada binomial es el resultado de la aplicación repetida de este 
proceso. 


4.7.3. Singularidad 


La medida de Lebesgue es suave, tiene densidad unitaria en todas partes. En 
contraste, la medida multiplicativa no es suave, no tiene densidad, de hecho su 
densidad va a cero o a infinito. 

Para el subintervalo más a la izquierda, p([0,27*]) = mf = (2-%)%m, con 
Omi = —log2 mo. Por lo tanto en una vecindad de O con radio e la medida 
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1 
P(2) 
(a) 
o z Lo0 E 1 
[A A sis 


Figura 4.20: 3 medidas 
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Figura 4.21: Campo de precipitación, Gupta and Nordstrom, 2003 


mm/hr > 


Intensidad típica de la lluvia medida por radar, programa Gate | 


Figura 4.22: Lluvia Radar 
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Tabla 4.4: Riqueza de los percentiles más ricos en USA según censo y según 
cascada con my =0,7 y k=20 


Percentil | Observada | Cascada 
5 59 57 

10 71 70 

20 84 84 

40 95 95 


Celdas Convectivas 


Mesoárea 
Grande 


Racimo de Celdas 
Área Sinóptica 


Figura 4.23: Jerarquía Escalas Lluvia 


escala como p([0,€)) = €, a = Qi. Por la tanto su densidad escala como 
eel y sia A 1 tiende a cero o a infinito Para el intervalo más a la derecha 


([1 2%, 1)) = mi = (27%)0m=, con Ama = — log2 (mi). 


4.7.4. Exponente de Holder 


Cuando una medida, 1, escala en V¿(1), una e-vecindad de un punto x, de 
acuerdo a una ley de potencia, cuando € > 0, el exponente q; se conoce como 
exponente de Holder, o como el índice de singularidad de la medida. 


l e 
E E p(Ve(x)) 
e>0 log € 


En algunas aplicaciones prácticas se toma una aproximación gruesa del ex- 
ponente de Holder como la fracción anterior antes del límite, para un valor 
suficientemente pequeño de e, 


_ log (Vez) 


oy (z) log e 


148 CAPÍTULO 4. FRACTALES 


En el ejemplo el exponente para 1* = 18,8...8j €S 


log (1 
o(BrBa---Bx) = Ea a 
_ logm¿mj _ no k=—mno0 
—klog2 y mi + E me 


Luego el exponente de Holder, q: es diferente para todos los puntos. Como 
m1 < my se tiene — log Mg = Ami £ A < Ama = — log mM. 


Los valores extremos se presentan sólo en los subintervalos más extremos a la 
izquierda y la derecha 


4.7.5. Espectro de Singularidad 


La idea es cuantificar la distribución del exponente de Holder, esto se hace me- 
diante la curva de frecuencia f(a) del exponente de Holder, en su aproximación 
gruesa. Para eso se calcula el número de subintervalos Nz(a) de tamaño 27* 
que tienen exponente «a. En el calculo anterior se ve que q; está determinado 
por la fracción ny/k que se denotará por p(a). Recuerde que ny es el número 
de ceros en las k posiciones de la expansión binaria que identifica al intervalo. 


Por lo tanto L l 
mar (a) = (tos) 


Expresión que se puede aproximar usando la fórmula de Stirling 
kl V2rkkte* 


y 2= p(0) = (OGma — 04)/(Oma — Ami) por nomenclatura: 


EN k! 
(4) (2k)Uk — zk)! 
V2rkk*e=* 


V2rzk(zk)ke=*k,/270(k — zk)(k — zk)*=2kg-(k=2k) 


“(le 1-z2y-k 
E > (1 JE (2 4 ok) 


Con g(z) = — loga(2(1 — 2)'=*) 


Usando la definición de z = p(a), lo anterior se puede escribir como 


Nela) = (27710) 
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f (a) 0.8 


log 2/l0g 3 
0.6 


0.4 


Figura 4.24: Espectro 


recordando que z depende de a 


QAmx 7 Q Q— Ami QA — Ami 
log) 


max — Ami Amz — Ami Ama — Ami 


QOma — Q 
f(a) = log 
Q 


Ama — Ami 


El papel de f como un exponente de escalamiento sugiere que es una dimensión. 
El hecho que a; toma diferentes valores, cada uno con diferente f(a) es una 
de las razones para el nombre de medidas multifractales. Algunas propiedades 
de f son: Está definida para a € [Qmi,0ma], f > 0, tiene su máximo en 
0 = [Ama + Ami) /2, al rededor del máximo es simétrica y cuadrática 


4.7.6. Función de Partición 


Para cualquier real q, defina 


2e k 
k r —r 
Sa) = tay Y (E) = (mp + m8) 
1=1 


r=0 
Esta función escala de acuerdo al exponente de Rényi, 


T(q) _ lím log S2-+ (q) 


— boo —log 24 MOgaÚMO E) 


A continuación se muestra que 7(q) y fla.) están relacionados de acuerdo a la 
transformación de Legendre 


T(q) = — mín[ga — f(a)] = máx[=q0 — (=f(0))] = (2 (=9) 


fa) = mín|ga + 7(q) =- máx|-qo =71(9)1:==""=a) 
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4.7.7. Transformada de Legendre 


La función de partición se puede escribir como una integral, teniendo en cuenta 
que y =e€* y que N=e"Í 


sa) = | Nela)ui(ejda= [| d+ ga. 
a 0 


Cuando e > 0, la contribución dominante a la integral viene de los valores de 
o: que hacen mínimo el exponente, por tanto 


Seq) » ama H)+90] 


Si el mínimo se obtiene para a = a(q), entonces 7(q) = fla(q)) — qa(q) y 


d 


da a E Ho)la(a) =0 


Por tanto f'(a(q)) = q. La condición de segundo orden es 


d? 
q 9 MM 30; 
es decir f”(a(q)) < 0. Igualmente, 7'(q) = —a(q) 


Por lo tanto f es cóncava, av(q) es el valor de a para el cual la pendiente de f(a) 
es q. Luego f tiene pendiente positiva para valores positivos de q y negativa 
para q < 0. 


Propiedades 
= Para q =0 se tiene T(0) = Dy(Soporte(u)). Además f'(a(0)) =0 


= Para q = l se tiene S.¿(1) = 1, luego r(1) = 0, fla(1)) = a(1) y 
f'(a(1)) =1. 


= Para q= 1 se tiene la dimensión de información 


E loz a(1) 
AA e 


= D¿=7(q)/(q-1) 


= Para q = 2 se tiene la dimensión de correlación (M el número de pun- 


tos, Y. el número de pares de puntos con distancia menor que e) Da = 


» lo, M 
lím.30,M>00 pej9/A2) ) 
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y =f(x) 


y=f)x-f* 


Figura 4.25: Esquema para ilustrar la Transformada de Legendre. La línea 
roja representa la función y = f(x), la línea azul representa la tangente en el 
punto Xy, que tiene como ecuación y = f'(x9)x — f*(po), donde po = f'(zo) 
[Wikipedia, 2012b] 


f"(p) = máx[pz — f(x) 


Definición 4.7.1. Sea y = f(x) una función convexa, f(x) > 0. La transfor- 
mada de Legendre de f es una nueva función f* de una nueva variable p, que 
se construye de la siguiente manera: Para un número p dado, se toma el punto 
x = x(p) en el cual la recta y = px está más lejos verticalmente de la curva 
y = f(x). Para cada p, F(p,1) = px — f(x) tiene un máximo con respecto a 
x en el punto x(p), se define entonces f*(p) = máx, [px — f(x)] = F(p, x(p)) 
(Figura 4.25). 


Ejemplo 4.7.1. f(x) = x%/a. Entonces F(p, x) = pa — 2%/a. OF/0x =0 => 
f'(x) =p, Es decir x(p) =p (e-D, luego 


ME o E 
F*(p) = F(p,pa-1) = ppa-1 — ¿[pa-1]2 


2 la 


0. 
F*(p) = 2 pa-1 =pP/8, con L+5=1 
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Tres Modelos para Redes de Drenaje 


5.1. 


A theory is the more impressive the greater the simplicity of its pre- 
mises is, the more different kind of things it relates, and the more 
extended is its area of applicability. Therefore the deep impression 
which classical thermodynamics made upon me. It is the only phy- 
sical theory of universal content concerning which I am convinced 
that, within the framework of applicability of its concepts it will 
never be overthrown. 


Einstein 


Introducción 


La forma del terreno determina la hidrología 

La hidrología determina la forma del terreno 

Escalas de tiempo 

¿Cómo leer en las propiedades geomorfológicas claves para la hidrología”? 


Las propiedades topológicas y planimétricas de la red de drenaje son uno 
de varios aspectos de importancia. 


Perfiles, geometría hidráulica, erosión, producción y transporte de sedi- 
mentos, propiedades hidráulicas de los suelos 


Caracterizar la estructura de la red: auto semejanza (?), optimalidad (?), 
evolución (?) 
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= Dos maneras de definir ordenamiento. Significado del orden. 


5.2. Modelo de Shreve 
Propiedades 


= Verificable 
= Premisas Simples 
= Involucra variabilidad 


= Se observa lo más probable 


Las fuentes principales para esta sección son Shreve [1966, 1967, 1969, 1974); 
Mesa [1986]; Mesa and Gupta [1987]; Mantilla et al. [2000]; Troutman and 
Karlinger [1998]. 


5.2.1. Hipótesis 


= Todas las Redes Topológicamente Diferentes (RT'D) de igual magnitud, 
m, son igualmente probables 


= Las longitudes y áreas de los segmentos provienen de variables aleatorias 
independientes 


5.2.2. Número de RT'D”s de magnitud dada 


Sea 4, el número de RTD's de magnitud m. 


m-—1 


aj =1, dd Akdm—k, para m>2 
k=1 


Por lo tanto Lam) = (1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, - -- ). Una fórmu- 
la explícita se puede obtener usando la función generatriz, A(u) = 7 Amt”, 
y la anterior ecuación de recurrencia A(x) = 1 + 4?(x2). Por algebra elemental 
A(x) = (1— y 1 — 4x)/2, que se expande en serie usando el teorema binomial, 


1  f(2m-1 ade 
2 2m-— 1 m my Tm 
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5.2.3. Bifurcación: Ley de Grandes Números 


Sea by, el número de RT'D's con magnitud m y con k corrientes de orden 2. 


bo = b21=1, b1 4 =b2x =0, para otros k, (5.1) 
m-1 k 
ers y bi, jOm—i,k-j, para m > 3 y para cualquier k (5.2) 
i=1 ¿=0 
Sea Bmlg) == ad Drago luego Bal) = Um» Bi(y) =1, Ba(y) =Y 
m-—1 
Bmly) = 2, BilY)Bm-i(Y), para m2 3 


¿=1 
Sea Na(m) el número de corrientes de orden 2, en una red tomada al azar, 


entre la población de las RT'D's de magnitud m. Por lo tanto, 


PríNa(m) = k) = Pre 


Am 


La tarea es calcular E[V2(m)] y Var[N2(m)]. 


Kdin im 
ElNa(m)] = 24m 20 com 6 = Y, Klm = Bin(1), 


Um 
que se obtiene de tomar la derivada en la ecuación anterior 


m-—1 
cq1=0,c2=1l, Cm =2 ) Cilim—¡, para m > 3. 
i=1 


Por lo tanto C(1) = Dv; mt”, la función generatriz de la secuencia Cm, 
satisface 


Ca) = 2? +2C(0)A(u) = —= Y? (S a qm. 


De donde se puede calcular 


22) _ m(m-—1) 
Al (Pr = 22m73) 


Usando la segunda derivada de B se procede al calculo de Var[Wa2(m)] 


E[V2(m)(N2(m) — 1)] = ¿2 (e — 1)0m, 1 O 


Um Um 
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donde dm = Br, (1) = 2 > ¡[d¡dm-i + CiCm-:], para m > 2 y dí = da =0. Luego 
la función generatriz cumple 


Ñ T 
D(x) = 2 da” = 2D(2)A(x) + 20*(x) = A (5.3) 
271 2 2m —8 
AAN Le =7) ( > E 7) (5.4) 


Recordando la formula elemental para calcular la varianza, se tiene 


_ m(m-1)(m-2)/(m-3) , 
Var[N2(m)] = 4(2m — 3)(2m — 5) | 


mím — 1)(m — 2)(m — 3) 


— 2(2m- 3).(Qm- 5) 0 


Es decir, cuando m > oo, la varianza crece sólo como m/16, y por lo tanto se 
tiene la convergencia en probabilidad de Na(m)/m a una constante (varianza 
cero), 


E = 5 de 


Este resultado, aplicado repetidamente, explicaría la ley de Horton de bifurca- 
ción. Sin embargo con la limitación de que R; = 4, asintóticamente. 

Es importante resaltar la importancia del calculo de la varianza, que permi- 
te incluir la variabilidad natural y eventualmente la verificación del modelo 
contra las observaciones mediante pruebas estadísticas, como se ilustrará más 
adelante. 


5.2.4. Ley de Horton de Longitudes 


Mesa (1986) encuentra una ley de grandes números para S,,, el número de 
segmentos de orden 2 en una red de magnitud m. 


E[Sim] =m/2 y  Var[S.m] = O(m). 


Luego el anterior resultado se interpreta como Rz = L2/L¡ = 2. Si la media 
de las longitudes de los segmentos externos y los internos no es la misma, 
Ry deberá afectarse por la relación entre éstas. La extensión a los ordenes 
subsiguientes no es directa, en vista que en las corrientes de orden w > 3 
habrá otros segmentos no contabilizados en este calculo como resultado de los 
tributarios laterales de orden menor a w-— 1. 

Como en el caso de la relación de bifurcación, el modelo asintóticamente está li- 
mitado topológicamente a Ry = 2. 
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5.2.5. Ley de Horton de Áreas 


Con la ley de bifurcación, la hipótesis sobre la independencia de las áreas 
de los segmentos y la ley de grandes números de la teoría de probabilidades 
para un número aleatorio de sumandos se obtiene directamente la ley de áreas, 
puesto que una red o subred de magnitud arbitraria k tiene exactamente 2k —1 
segmentos. 


5.2.6. Ley de Horton del Número Segmentos 
5.2.7. Relación Área- Longitud del canal principal 


Bajo la hipótesis adicional de que la longitud de los segmentos es exponencial 
con media 5, Mesa [1986] (ver también Mesa and Gupta [1987]) encontró lo 
siguientes resultados para el diámetro, D,,, de una red de magnitud m cuando 
m—> 00, 


E[Dm] - BV4rm y  Var[Dm] - 4r(7 — 3)6*m/3. 


No hay pues ley de grandes números para esta variable, sino convergencia en 
distribución cuando D,, se escala por ml/2 (ver detalles en Mesa, 1986). En 
la literatura se ha reportado la famosa Ley de Hack [1957], (ver también otros 
estudios posteriores de Mueller [1973]; Eagleson [1970]; Shreve [1974] referida 
a que el exponente del área para calcular la longitud del canal principal es del 
orden de 0,5533 para cuencas en el rango de 7 ordenes de magnitud de todo el 
mundo. Se ha reportado que cuando se separan los datos por rango de áreas, el 
exponente es aproximadamente 0,6 para cuencas menores de 20 000 km?, luego 
es aproximadamente 0,5 hasta cuencas de hasta 250000 km?, y para cuencas 
mayores decae a 0,466. Los resultados usando el modelo permite calcular el 
valor del exponente para cualquier valor de m, en particular para 10, 100, 500 
los exponentes son 0,608, 0,530, 0,513. Todo indica que las discrepancias son 
significativas. 


5.2.8. Relación Magnitud y Orden 


Sea M., la magnitud de una red de orden w, aunque la formulación no es exac- 
tamente la propia para el modelo de Shreve, es posible calcular los momentos 
de su distribución cuando m —> 00, 


E[M,,] =2%71/34+1/3 y Var[M,,] - 0,4E?*[M,,] 


No hay pues ley de grandes números para esta variable, sino la indicación de 
una convergencia en distribución cuando se escala adecuadamente. 
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. Longitud Canal Principal (km) 


10 
area (km?) 


Figura 5.1: Diagrama de dispersión entre longitud y área para 461 cuencas en 
todo el mundo, incluyendo las más grandes. Datos originales de Hack [1957]; 
Langbein et al. [1947]; Leopold et al. [1964]. Adaptada de [Shreve, 1969] 


Peckham (1995) en un estudio de muchas cuencas de los Estados Unidos 
encontró desviaciones muy grandes entre las observaciones y las prediccio- 
nes. En particular, las observaciones para una cuenca dada fueron (M,,) = 
(1, 3, 14, 63, 318, 1643, 5859, 31764). Mientras que las predicciones son 
(1, 3, 11, 43, 171, 683, 2731, 10923) 


5.2.9. Distancia al centroide 


Sea Zim la distancia media (topológica) recorrida por una partícula para salir 
de la red, si inicialmente está en uno de los nodos de la red, escogido al azar. 
Es decir el promedio de la distancia entre cada uno de los nodos y la salida. 
Mesa (1982) demostró que cuando m > 00, 


ElZm] >= yrm y  Var[Zm] rm. 


No hay pues ley de grandes números para esta variable, sino la indicación de 
una convergencia en distribución cuando Zm se escala por m!/?, 


Langbein et al (1947) en un estudio de 340 cuencas del Noreste de los Estados 
Unidos encontraron que la distancia al centroide Y varía con el área A, de 
acuerdo a 7 = 0,94%, 


Como puede verse, hay diferencia entre el exponente reportado por el análisis 
de los datos y el que se obtiene como predicción del modelo. 
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5.2.10. Función de Ancho 
5.2.11. Función de Concentración 
5.2.12. Análisis de Datos 


Parece haber un patrón en las desviaciones entre las observaciones y las predic- 
ciones. En primer lugar, cuando tenemos manera de evaluar la varianza en el 
modelo, las desviaciones son muy significativas, varias veces por encima de la 
desviación estándar. En segundo lugar las desviaciones parecen estar siempre 
en el mismo sentido. Las cuencas naturales tienden a ser mucho más esbeltas 
que las predicciones del modelo. Por ejemplo para un orden dado, la magnitud 
observada es muy superior a la predicción. Quiere decir que el modelo subesti- 
ma la tendencia a que hayan más tributarios laterales de orden menor, que no 
incrementan el orden. Este punto quedará más claro al estudiar el modelo de 
Tokunaga 


5.2.13. Variante de Troutman y Karlinger 
5.3. Modelo de Tokunaga 


Propiedades 


= Determinístico 
= Captura la recursividad o autosemejanza 


= Los parámetros (Ty) le dan capacidad de ajustarse 


Las fuentes principales para esta sección son Tokunaga [1978, 1966]; La Barbera 
and Rosso [1989]; de Vries et al. [1994]; Peckham [1995a, b]; Peckham and 
Gupta [1999]; Rodriguez-Iturbe and Rinaldo [2001]; Mantilla et al. [2000] 


5.3.1. Construcción 


Considere la clase de redes determinísticas en la cual toda corriente de orden w 
tiene 2 tributarios aguas arriba y T;, y tributarios laterales de orden k. Donde 
w varía entre 2 y el orden de la cuenca (2; y k varía entre l y w— 1. 


Los árboles topológicamente autosemejantes (ATS) son un subconjunto de es- 
ta clase para los cuales los generadores cumplen To, .,-4 = Tr. Es decir los 
generadores sólo dependen de la diferencia de ordenes, no del orden mismo. Si 
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los generadores se organizan en forma matricial, la matriz es Toeplitz para los 
árboles autosemejantes. 
Sea N,, el número de corrientes de orden w. De la definición de los ATS se 
desprende la siguiente ecuación de recurrencia para N,,, el número total de 
corrientes de orden w en la red. 

Q—w 

Na=1, y Ny =2N4+1 + Y Meza: para w=M0-1,0-2,---,1 
j=1 


La ecuación está expresada para proceder recursivamente con el calculo desde 
el orden mayor, (2, hasta el orden menor, 1. El primer término de la derecha ex- 
presa el hecho de que por cada corriente de orden w+1 se requieren 2 corrientes 
de orden w que la preceden aguas arriba, más las demás tributarias laterales 
de orden w que caen en canales de orden mayor a w, que están contabilizadas 
en el segundo término. 

Tokunaga impuso además la restricción de que Ty+1/Tx = c, una constante. 
Lo que implica que Tj = ac'” 1 


5.3.2. Matriz de tributarios laterales 


A continuación se muestra la matriz de tributarios laterales K = ((T., w-x)),w = 
2,3,...,0,k=1,2,...,0—1 para la cuenca del río Kentucky, Tomada de Peck- 
ham [1995b]. 


11 0 0 0 
A Y A y A 
| 76 28 12 0 


ooo 
SO. OS 


K=| 156 62 29 10 0 
54,8 20,3 108 32 18 0 
87.0 - 270. 16.0 5,3 20 1.0: 0 


408,0 115,0 40,0 20,0 12,00 3,0 1,0 


A | 


oo0ooo 


38 “40: Ue Y 


Y la correspondiente matriz de tributarios laterales para la cuenca del río 
15.30 LEO 
A | 32,0: 38. 3 Lo 00 


Powder, Tomada de Peckham [1995b]. 
E 243 88 39 15 0 | 


90,0 37,0 11,7 60 133 0,7 0 
276,0 82,0 54,0 250 90 50 10 


E 


¡ao 
oooo 
oo0ooOoOo 
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TAE, 


Figure 1. Self-similar trees of order 4: (a) T, = 0 for all k, 
(b)T, =1,7,=0fork> 1, (c)7, = 0, 7, = 2*”? for 
k > 1, (d£) T, = 2*7* for all k, illustrating left-right and 
interspersal freedoms. 


Figura 5.2: Árboles autosemejantes de orden 4. Tomado de Peckham [1995b] 


5.3.3. Ley de Horton de bifurcación 


MacConnell y Gupta (2008) demostraron la ley de Horton para ATS usando 
funciones generatrices para la secuencia /N,, y los generadores de Tokunaga. El 
primer paso es la substitución fx = Nop-x con la que se reescribe la ecuación 
de recurrencia como 


k 
a . 
Po=1, $1 =2+a4, y dx = (2+ a)bx-1 + Mp para k > 2. 
¡22 
Si d(2) =D py 2", es fácil ver que 


acz? 


d(z) =1+(2+a)2D(2) + d(z) 


1l-—cz 
que se resuelve a 
1l-—cz 


0 Ela 
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con ria = [(2+a+c)+ y(Q+a+c)? — 8c]/(4c), las raíces del denominador 
1—(24+a+c)2+ 2cz?. Para la expansión en series de procede por el método 
tradicional de fracciones parciales con coeficientes indeterminados para obtener 
de = (ar 4D + Br, ED) (20). Por lo tanto el resultado de interés para la 
relación de bifurcación es 


8411 (2+a+0)+ Y4Q+a+c)? — 8c 
k=>00 Uk ra ES 2 


En otras palabras 


lím = Ry = 


No, (2+a+0+y(Q+a+c)? — 8c 
Q—w-=>00 No+1 2 


5.3.4. Ley de Magnitudes 


Sea M,, la magnitud común de todos los árboles de orden w en un ATS. La 
siguiente ecuación es evidente de la construcción, 


w—1 
Mi=1, y M,¿=2M,1+0 TrMu-s, para w>l 
K=1 


Note el parecido de esta expresión con la correspondiente para N,,, con el 
cambio en los subíndices. La identidad M;, = No-;+1 se demuestra fácilmente 
por inducción: Mi = Nay = 1, se asume para j— 1 y se demuestra para j 
usando la expresión de recurrencia para Mj;, luego se aplica la hipótesis de 
inducción y finalmente se aplica la ecuación de recurrencia para Noy_¿+1. No 
es sorprendente entonces que exista una ley de Horton de Magnitudes, con 
relación Ry igual a la relación de bifurcación, 


z Mo-w+1 
li SA Ru = Rp 
Q-w>0 Ma-w 


5.3.5. Ley de Número de Segmentos 


Sea C,, el número de segmentos en una corriente de orden w en un ATS. 
Igual que en el caso anterior, todos las corrientes de igual orden tienen el 
mismo número de segmentos, que es 1 más la suma del número de sus tri- 
butarios laterales. Es decir, Cy = 1 + EN k. Existe una ley de Horton 
para el número de segmentos, con la correspondiente relación de segmentos 
Re = líMp>0 Cr+1/Cx. Para los generadores de Tokunaga es fácil mostrar que 
R.=c 
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5.3.6. Leyes Horton geométricas 


Las anteriores leyes topológicas se generalizan a leyes geométricas si se asume 
la segunda hipótesis de Shreve. Es decir se tendría ley de longitudes (proporcio- 
nal al número de segmentos) y ley de áreas (proporcional a la magnitud). Las 
correspondientes relaciones son iguales a las topológicas. Note que las observa- 
ciones separan la longitud y el área de los segmentos externos y los internos. 
Esto puede afectar lo anterior y debe ser tenido en cuenta. 


5.3.7. Fractalidad 


Es apenas natural que un árbol autosemejante sea fractal. Para investigar esta 
propiedad se requiere asumir una estructura geométrica. La más simple es que 
todos los segmentos tienen igual longitud. 


Una manera cómoda de estudiar este tema es proceder a una construcción 
iterativa semejante a la empleada para otros fractales. Construcción que es 
equivalente a la definición. Se inicia con la corriente de orden mayor (2, que 
se asume de longitud unitaria. En cada etapa sucesiva, k se incorporan las 
corrientes de orden (0 — k, para k=1,2,:-*, Q— 1. En la etapa k se tiene un 
pre-árbol binario con nz pre-segmentos. Lo equivalente a la magnitud en esta 
etapa es el número de segmentos externos en el pre-árbol, que es Nox. Luego 


ni =2Np4=1 e 2RÉ. 


Como factor de escala, ex, para las longitudes en esta etapa se toma el inver- 
so del número de pre-segmentos en la corriente principal (que tiene longitud 
unitaria) 

Ek = (Cro 57 Hs. 


Luego la dimensión fractal se calcula por la fórmula usual como 
—lognk log Ry 


D= lí == 
ES log Ex log Re 


5.3.8. Ley de Hack 


Recuerde que se ha reportado L = a A4, con 4 mayor que 0,5. La autosemejanza 
de un ATS tiene algo que decir sobre este exponente. Suponga como en el caso 
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10923,0 LO 10  x0 
2731,0 30. 20) 20 


683,0 110 40 40 
171,0 430 80 8,0 
430. 1710 160 16,0 
110 6830 320 320 
3,0 27310 64,0 64,0 
1,0 109230 128,0 128,0 


0 ADARAON-AjE 


Tabla 5.1: Valores promedios para el modelo de Shreve y para el modelo auto- 
semejante, con los parámetros indicados 


a ¿Ne Má 0% A. Lo 
1 25428 0 0,3 0,43 
2 5433 35 20 13 LÓ7 
3 1241 13 50 6,5 2,445 
4 264 58 119 29,9 5,445 
5 63 247 250 1308 12,12 
6 12 1319 86,3 697,5 44,65 
7 3 5156 1290  2691,1 62,69 
8 1 25428 561,0 13499,3 274,95 

Es Rm Re Ra Ri 

46 45 24 4,7 2,5 


Tabla 5.2: Mediciones para la red de drenaje del río Kentucky. Tomado de 
Peckham [1995b] 


anterior que el área de una subcuenca es proporcional a su magnitud y que 
la longitud de una sucesión de corrientes es proporcional al número total de 
segmentos en la sucesión. Sean Li y 41 la longitud y área promedio de los 
segmentos de orden 1. Luego Ay = 41Mo/Mi = AJRE. Para los ATS el canal 
principal está formado por una cadena de corrientes de ordenes sucesivos desde 
1 hasta 1. Luego Lo = Y) L.y = NL RY* = L¡(R% -— 1)/(1 — R¿). Por lo 
tanto el exponente P se puede calcular de 


6 1 logLg log R. 1 
<= 1mMm == = 
Q—00 log An log R» D 
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w ÑN, Mo Cu To 
LG 10. Lo 12 
2 5408,7 307 7 29 
3  1190,8 13,1 5,1 6,9 
4 262,5 58,1 120 16,6 
5 58,1 262,5 28,6 39,8 
6 131  1190,8 68,4 95,6 
7 3,2  5408,7 163,9 229,3 
8 1,0 24572,7 393,3 550,4 

Rp Ru Rc 

4,5 4,5 2,4 


Tabla 5.3: Valores promedio para el modelo autosemejante, con los parámetros 
a=12,c=24 


w N, M, Cu A, L. 
1 31764 1 10 0,4 0,72 
2 6360 3 2,0 1,6 1,32 
3 1345 14 9,6 8,3 3,065 
4 303 63 15,6 39,7 6,99 
5 59 318 441 201,7 17,12 
6 13 1643 100,8 1034,0 40,13 
7 3 5859 135,7 3577,0 47,35 
8 1 31764 4140 20181,0 204,64 

RB Ru Re RA RL 

47 48 27 50 24 


Tabla 5.4: Mediciones para la red de drenaje del río Powder en Wyoming. 
Tomado de Peckham [1995b] 
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W No Me 303 E 
1 31831,4 LO 10 1,2 
2  6677,7 32. 20 3,2 
3 14014 135 54 8,7 
4 294,5 62,3 142 23,6 
5 62,3. 2945 37,8 63,8 
6 13,5  1401,4 101,6 1722 
7 3,2  6977,7 273,8 464,9 
8 1,0 31831,4 738,7 1255,2 

Rp Rm Re 

4,8 48 2,7 


Tabla 5.5: Valores promedio para el modelo autosemejante, con los parámetros 
a=1,2,c=2,7 


5.3.9. Cola de la distribución de Magnitud 


Un resultado importante observado en redes de drenaje naturales [de Vries 
et al., 1994] tiene que ver con la distribución de la magnitud M de un segmento 
tomado al azar entre todos los segmentos que conforman una red de orden 
suficientemente grande (2: 


PríM > m]) = m *, cuando m > 00 
donde 


log Re — 1 
log R; a D' 


Claramente, a+ /P = 1. La demostración de este resultado se apoya en la rela- 
ción existente entre magnitud y orden en los árboles topológicamente semejan- 
tes. Sea W el orden de un segmento tomado al azar entre todos los segmentos 
de un AT'S de orden (2. La siguiente expresión para la probabilidad de que esta 
variable aleatoria tome un valor particular es simplemente el cociente entre el 
número de segmentos de tal orden y el número total de segmentos, 


Q 
Pr(W =w) = NC. / Y NiCr. 
k=1 


Asumiendo que Q es grande y haciendo uso de la ley de Horton, N,, = Ra 
y C. + cRY7! permite aproximar la anterior probabilidad como 


PW =w) =p (1-p/1-p%)7, 
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donde p = R¿/Rg < 1, que tiende a una distribución geométrica cuando 
Q > oo. Por lo tanto, 


Pr(W > wi = (R¿/Rg)*. 


Ahora, para un ATS, todos los pre-árboles completos de orden w tienen la 
misma magnitud m, “ Ri para (2 grande. Ahora, todos los segmentos de tal 
pre-árbol tienen magnitud menor o igual que m,,, la magnitud del segmento de 
la raíz del pre-árbol es exactamente igual y el resto es menor. Por lo tanto la 
magnitud de un segmento sólo puede ser mayor que m,, si su orden es mayor 
que w. Igualmente, el orden de un segmento sólo puede ser mayor que w si su 
magnitud es mayor que m,,. Es decir los siguientes eventos son equivalentes 


W > w(m) si y sólo si M > m,,. 


por lo tanto como w(m) = log m/ log Rg se tiene 
log m 
PríM > my > (R./Rg)reRs* = (m/Rg)*. 


Con a = 1 — log R¿/ log Ry. 


5.4. Modelo de Gupta-Veitzer 
Propiedades 
= Estadístico 
= Captura la recursividad o autosemejanza 
= Se observa lo más probable 


= ¿Verificable? 


Las fuentes principales para esta sección son Veitzer and Gupta [2000], Mantilla 
and Gupta [2005]; Mantilla et al. [2010],Mantilla et al. [2012]. 


5.4.1. Escalamiento Estadístico 


Escalamiento Estadístico Simple, función de escala discreta usando el orden de 
Horton-Strahler 


Xy E REX, 
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En particular, esto implica la relación usada hasta ahora para los momentos 
de orden h, 
ElX6] = Ro *E[Xf]. 


La construcción del modelo es fundamentalmente diferente de una simple ver- 
sión aleatoria de los generadores del modelo de Tokunaga. 


5.4.2. Reemplazamiento Recursivo 


En general en cada etapa, cada segmento externo se reemplaza por un genera- 
dor tomado al azar de un conjunto de generadores externos con probabilidad py, 
de ocurrencia y un número de nodos (sin incluir fuentes) igual a nz. Igualmente 
cada segmento interno se reemplaza por un generador de segmentos internos, 
tomado al azar del conjunto de generadores internos, con probabilidad p;, y 
con mj¿ nodos. Ambas selecciones son independientes e independientes entre si. 


En particular se trabaja un ejemplo con dos generadores externos (p = p = 
0,7. y == 2) y la =p, =.0,3,0 ='na2 =-3) y dos internos (p.= pi = 
0%. a=m=1)Y0=3=03,6=o. =2), ver Fig: 2. 

En la tercera etapa de construcción se tienen 51 posibles realizaciones, con sus 
respectivas probabilidades. En la Figura 3 se muestran 15 de ellas. 


5.4.3. Ley de Horton para número de segmentos por corriente 


Sea C,, el número aleatorio de segmentos en una corriente de orden w, en la 
etapa k de la construcción. La siguiente relación condicional es válida 


[CulCu-1 =n] = Bln, Y(8 +1) + (n- Bln, yla +1) 


recordando que B(n, q) es una variable aleatoria con distribución binomial, 
que puede tomar los posibles valores 0, 1, --- , n con probabilidad 


PaBla, qai=4]'= (+) gp” 
> 
y función generatriz 
ea(s) = Ys” Pr[B(n, q) =r] = (qs +p)”. 


Por tanto PC..,-1> la función generatriz condicional de [C,,1C.,-1 = n], es 
PC... 15) = (p(s))”, con p(s) = (qsP +1 4 pse+1). Para calcular (p,,, la función 
generatriz no condicional de C,, se procede 
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po,ís) = dc. (s) PriCy-1 =n] (5.7) 
= Vols)" PriO, 1 =n3 (58) 
= PC. (p(s)) (5.9) 


Esta expresión es semejante a la que se tiene en la teoría de procesos de ramifi- 
cación tipo Galton-Watson y permite utilizar un resultado asintótico conocido 
para el caso en el cual el valor esperado del número de descendientes pu; es 
mayor que 1. En nuestro caso 4; = ap + Bq + 1. El resultado es que C.,/ pu 
converge con probabilidad 1 a una variable aleatoria. Esto se puede escribir 
como 


(a) 


e a E 


5.4.4. Ley de Horton para magnitud 


Sea M. la magnitud de una red de orden w en la etapa k de construcción. 
Se procede de manera semejante al caso anterior, teniendo en cuenta que cada 
segmento externo da origen a y+1 0 a +1 segmentos externos con probabilidad 
P y q respectivamente, y que cada segmento interior da origen a a, o $ nuevos 
segmentos exteriores con probabilidad p y q respectivamente. Luego 


[M,,|M.,, 1 =m] = Bm, q(6+1)+(m- B'(m, 9) 7+1) (5.10) 
+B(m, 98 + (m-— B(m, q)a (5:11) 


En términos de funciones generatrices esto lleva a Hm,,,,_,(s) = (6(s))””, con 


b(s) = (qsé + pso)(qs +1 4 ps Y+D) y fu, (s) = óm,_, (ó(s)), de manera 
semejante M,,/9“ converge con probabilidad 1 a una variable aleatoria. Lo que 
se puede escribir como 


ML RMS, 


En este caso y = y; + le + 1=ap+ Bq+ yp! +07 +1 


5.4.5. Ley de Horton de bifurcación 


h) 


Sea ÑN, (E j el número de corrientes de orden k— ¿ en la etapa k de construcción, 


con ¿=0,1,++*,k-—1. La identidad No, = Mj+1, que la encontramos por 
primera vez en el caso del modelo de Tokunaga, permite extender la ley de 
magnitudes a la ley de bifurcación, con Rin = Rp 
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5.4.6. Leyes de Horton de longitud y área 


las leyes topológicas anteriores dan lugar a leyes geométricas de igual manera 
a como se hizo en los modelos anteriores. 
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b=2 
n=1 — —» 
n=2 


exterior replacement interior replacement 


Y $ 


Figure 1. Replacement generators and generated networks 
for a deterministic network construction. Interior links are 
replaced at each stage of the construction with a generator that 
has a single node, while exterior links are replaced by a gen- 
erator with two nodes. The construction process always begins 
with a single exterior link. The replacement rules are applied 
to a network to produce a larger network. 


Figura 5.3: Esquema de construcción de una red determinística a partir de un 
generador 
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rr 
y YY 


(t) 


Figure 2, AO generators and generated networks 
for a random network construction. (a and b) Interior replace- 
ment generators. (c and d) Exterior replacement generators. (e 
and f) Order 2 generated networks (same as exterior replace- 
ment generators). 


Figura 5.4: Esquema de construcción de una red aleatoria a partir de los gene- 
radores indicados 
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p” 2p(1-p) p1-pY 
FR FE $ 
p(1-p) 2p(1—p)* pp) 
FF * $ 
2p"(1-p) 4p(1—p) 2p(1-p)' 
FR E Y 
2p(1-p)' 4(1-p) 29 (1-p) 
RF E Y 
Pip) 2pX1-p)' p(1-p) 


Figure 3, Fifteen of the 51 topologically distinct networks for 
generation 3 of the example construction and their associated 
probabilities. The networks shown are all of the networks 
which can be generated when the choice for the first replace- 
ment has two nodes as shown in Figure 2e. 


Figura 5.5: Quince de los 51 árboles topológicamente diferentes para la gene- 
ración 3, con sus respectivas probabilidades 
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Capítulo 


Caos 


Hasta ahora no se ha tratado el caos. Los sistemas dinámicos continuos de 
menos de tres dimensiones no son caóticos. En este capítulo se introduce el 
tema mediante ejemplos que luego se retoma con más rigor en el capítulo 9. 
Inicialmente se presentan dos sistemas clásicos no lineales, las rotaciones de un 
cuerpo rígido y el problema de los tres cuerpos. En el caso de las rotaciones el 
problema aunque formalmente tridimensional, se reduce a dos dimensiones por 
la conservación de momento angular, pero es un primer acercamiento a temas 
complejos. Luego, aunque no se trata el problema completo de los tres cuerpos, 
sino su versión reducida de Lagrange en el cual el segundo cuerpo tiene masa 
infinitesimal, la complejidad está más cerca. Luego se estudia el sistema de 
Lorenz con algún detalle y que puede ser considerado como el paradigma del 
caos en un sistema de ecuaciones diferenciales. Luego se estudia el mapa de la 
parábola logística, el correspondiente paradigma para los sistemas dinámicos 
discretos. 


6.1. Rotaciones de un Cuerpo Rígido 


Un cuerpo rígido (un borrador o la tierra por ejemplo) tienen en general tres 
momentos principales de inercia diferentes. Tome el sistema de coordenadas 
con origen en el centro de masa del cuerpo y las tres direcciones de los ejes 
de coordenadas según los ejes principales de inercia. Sean fi < faz < 13 los 
tres momentos principales de inercia y w;¡, wa y w3 las velocidades angulares 
alrededor de dichos ejes. 


Las ecuaciones de Euler para el movimiento de rotación libre, sin torques apli- 
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cados son 


[01 + waws(L3 — L2) 


Law + w3w01(1 — 13) = 


L3%3 + ww (Ll) -hKh) = 


En particular, una rotación con velocidad angular constante al rededor de uno 
cualquiera de los ejes principales, sin componente respecto a los otros dos, es 
un punto fijo del sistema. A continuación se estudia la estabilidad de estos 
puntos fijos por el método de perturbaciones lineales. 


Inicialmente se toma el punto fijo consistente en rotación al rededor del primer 

eje, wi = w* una constante, y 43 = w3 = 0. Más adelante se mirará la rotación 

al rededor de los otros ejes. Si wi = w* + 01, way = Oz y w3z = 03 denotan 

las perturbaciones al rededor del punto fijo y se toma la aproximación lineal 
(9, << 1) se obtiene 

1,01 + 0203 (13 NN L>) = 0 

1203 + O3(w* + 91) = [3) = 0 

[303 +(u*+0jua(l2-K£) = 0 


y) 
y si sólo se retienen los términos lineales se llega a 
0 = 


1202 + 63w* (1, — L3) 
1303 E w*0(La = Í1) 


La primera ecuación es desacoplada, su solución es 91 =contante. Para las otras 
dos ecuaciones se aplica el método de dos dimensiones, donde la traza es cero 
y el determinante es w*(Iz — 1, )(12 —11)/1213 > 0. Es decir los valores propios 
del sistema lineal son imaginarios puros, el sistema lineal tiene soluciones pe- 
riódicas (centro). El sistema original no lineal no es por tanto hiperbólico y la 
perturbación lineal no es informativa acerca de la estabilidad de esta rotación. 
Sin embargo, simulaciones numéricas, o métodos más avanzados usando fun- 
ciones elípticas de Jacobi indican que el punto fijo es estable [Ashbaugh et al., 
1991], [Marsden and Ratiu, 1999; p. 526]. 

La mecánica del ejercicio es semejante para la estabilidad en los casos de ro- 
tación únicamente al rededor del segundo o tercer eje principal, pero los sig- 
nos del determinante requieren análisis. Para rotación únicamente al rededor 
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Figura 6.1: Diagrama de fase para las rotaciones del cuerpo rígido. La magnitud 
del momento angular define una esfera, por lo tanto el movimiento es realmente 
en dos dimensiones. la intersección de la esfera con los elipsoides de energía 
total (Hamiltoniano) constante son las trayectorias del cuerpo rígido. Tomada 
de [Marsden, 1997; p. 10) 


del tercer eje el determinante sigue siendo positivo, mientras que para el ca- 
so de rotación únicamente al rededor del segundo eje es negativo. Esto últi- 
mo quiere decir que el sistema lineal corresponde a un punto de silla y por 
tanto el sistema no-lineal original es inestable. Es decir, las perturbaciones a 
un movimiento inicial de rotación pura al rededor del eje intermedio crecen 
(algunos llaman a esto el teorema de la raqueta, un objeto con momentos 
de inercia claramente diferentes y con el cual es fácil experimentar y com- 
probar el anterior análisis, ver por ejemplo http: //www.youtube .com/watch? 
v=4dqCQqI-Gis, también http: //www.youtube.com/watch?v=2w_X0E0pxu8 y 
http: //www.youtube.com/watch?v=dL6Pt10_gSE). 


La historia no termina aquí. Cuando un cuerpo rígido libre se lanza a girar al 
rededor de su eje intermedio típicamente realiza medio giro por cada rotación, 
ver Marsden and Ratiu [1999]; Ashbaugh et al. [1991] y las referencias citadas. 


La Figura 6.1 ilustra el espacio de fase para un problema con energía de rotación 
dada. En este caso cada uno de los puntos fijos que hemos analizado se duplica, 
Pequeñas perturbaciones al rededor de la trayectoria homoclínica que une los 
dos puntos fijos inestables produce caos. 


Los casos con todos los momentos de inercia iguales o con dos iguales entre 
si y uno desigual son simples. Este último ilustra el importante concepto de 
precesión. 
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6.2. Movimiento de un Satélite Alrededor de un Pun- 
to de Libración Triangular 


En 1772 Lagrange publicó una memoria titulada Ensayo sobre el problema de 
los tres cuerpos. Allí estudió el problema con dos cuerpos masivos de masas my 
y ma que se mueven en órbitas circulares alrededor de su centro de masa con- 
junto. Un tercer cuerpo, un posible satélite o un asteroide, de masa despreciable 
se mueve alrededor de ellos bajo los efectos de su atracción combinada. 


Lagrange investigó la existencia de cinco puntos de equilibrio, hoy en día lla- 
mados puntos de libración. Si el satélite se coloca en uno de estos puntos 
con velocidad relativa cero, permanece allí indefinidamente. Tres de los puntos 
(Li, La, L3) están sobre la línea que pasa por m1 y ma, su ubicación depende de 
la relación de las masas. Los puntos La y Ls están sobre los vértices de los dos 
triángulos equiláteros, en el plano del movimiento y con base común definida 
por el segmento de recta que une los dos cuerpos masivos. La estabilidad de 
cada punto de libración se refiere a la trayectoria de un satélite ubicado en la 
vecindad del punto de libración con una velocidad relativa pequeña. 

Defina un sistema de coordenadas con origen en el centro de masa de los dos 
cuerpos masivos, el sistema rota a una velocidad angular w tal que con relación 
a éste, los dos cuerpos masivos aparecen fijos sobre el eje x, asumiendo que los 
dos cuerpos se mueven en una órbita circular al rededor de su baricentro o 
centro de masa (excentricidad cero). Las ecuaciones de movimiento del tercer 
cuerpo son 


2, He+pM)  pale—p1) 


rt—-20y = wéx 
] ñ 7 
Y+2wi = a a 
dl 72 
y 4 da 
ri 7 


donde 1 = m3/(m1 + ma), 2 = ma2/(m, + ma), G es la constante gravita- 
toria, la unidad de masa se ha re-escalado para que y = G(mj + ma) = 1. 
De la ecuación del movimiento de los dos cuerpos masivos, que se reduce al 
movimiento de la masa reducida m¡ma/(m¡ + ma) al rededor del centro de 
masa se obtienen las coordenadas de los dos cuerpos masivos, (—pu2, O, 0) la 
posición de m1, y (pu1, 0, 0) la posición de ma. Además se tiene la ley de Ke- 
pler: a%w? = y [Goldstein, 1980; p. 94]. También se sabe que el movimiento de 
los dos cuerpos es plano. La escala de longitud se puede redefinir para que el 
semieje mayor sea a = 11 + 19 = 1, con estas unidades w = 1. La distancia del 
tercer cuerpo a cada uno de los cuerpos masivos es 1, = y (2 + ua)? + y? +22, 
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ra = y (1 — pur)? + y? + 22. Los términos que involucran w se deben al uso de 
un sistema de ecuaciones que rota. Los términos proporcionales a w se conocen 
como fuerzas de Coriolis, y los proporcionales a w? son fuerzas centrífugas. 


Los cinco puntos de libración se obtienen de igualar a cero todas las derivadas 
temporales y resolver para x, y y 2. Hay cinco soluciones denominadas L¡ a 
Ls. Como en los puntos fijos del sistema las velocidades son cero las fuerzas 
de Coriolis no juegan ningún papel, por tanto el equilibrio debe ser entre las 
fuerzas gravitatorias y la fuerza centrífuga. De la tercera ecuación se ve que 
la única manera de que Z = 0 es que z = 0. Luego los puntos fijos del tercer 
cuerpo están en el mismo plano de la órbita de los dos cuerpos masivos. El 
equilibrio de fuerzas se puede cumplir en tres puntos colineales con los dos 
cuerpos masivos. L¡ queda entre las dos masas, los otros dos por fuera en cada 
uno de los respectivos lados. Para estos tres puntos y = z = 0, la incognita es 
z. 


La ecuación para encontrar la coordenada x de los tres puntos fijos colineales 
con los cuerpos masivos es 


pa(z + 2) pa(z — pur) 


(eto? (Ep 
Es necesario tener cuidado con los signos de los términos correspondientes a 
las fuerzas de gravedad. Por ejemplo para el punto intermedio entre los dos 
cuerpos masivos, L¡,su coordenada cumple —1a < x < 1 y por tanto usando 
los signos correspondientes, la ecuación simplifica a 


HA. y pa 
1 
(2 + pa)” 
Para la solución de esta ecuación polinómica de orden 5 con incognita x en 


términos del parámetro o, se usa la substitución x = 1— pa — p, lo que en 
términos de la nueva incognita p simplifica a 


=TIEUgA 


0 = pa — 2u2p + ap? + (-3 + 2u2)p" +(3— pa)p* — pP. 


Cuando 2 = 0 la ecuación tiene 3 raíces p = O y dos complejas. Para valores 
de a diferentes de cero, pero suficientemente pequeños, la única solución real 


: : 1/3 
se puede expresar como una serie de potencias de ys de la forma 


/ /3 


1/3 2 
p=4jpY +0quy +h.... 


Si se substituye esta expresión en el polinomio y se iguala a cero se pueden 
identificar los respectivos coeficientes, 


E A: A 
ES 3.3273 B= "97 YU 943 31/83 00" 
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De manera semejante se procede con los otros dos puntos fijos colineales Lo y 
L3. 

Los otros dos posibles puntos fijos se expresan fácilmente en términos de la 
geometría de un triángulo equilátero, con base en los dos cuerpos masivos, por 
tanto sus coordenadas son 


2 2 


1 v3 
Las = [£4,5, Ma,5, 0) = E = ay EF» ) j 


Para estudiar la estabilidad del sistema se linealiza alrededor de cada uno de 
los puntos de libración el operador diferencial. Por ejemplo, para L4, usando 
la notación a =x—É4, PB =Yy —M, y =0, 0 = £ el sistema lineal resultante es 


Q 0 0 1 0 Q 
alel 0 0 0 1 $ 
de |" 3(M+n) 3V3(m=nu) 0 2 0 

d 3V3(p1—=u) ut) 25 0 0 


El resultado del cálculo de los autovalores de la matriz del sistema linealizado 
indica que Lx es estable si 111/12 es mayor que aproximadamente 24,97. Un 
análisis semejante muestra que los puntos fijos colineales son inestables. 


Para el sistema Sol-Jupiter se han encontrado precisamente en cercanías a los 
puntos La y Ls los planetas menores, los llamados Troyanos. Además, pequeñas 
perturbaciones al rededor de los puntos L4 o Ls, en el rango de estabilidad de 
los parámetros, producen órbitas tipo renacuajo o herradura, como se ilustra 
en la Figura 6.2, que también corresponden con observaciones. Por ejemplo, 
las pequeñas lunas Telesto y Calipso tienen órbita tipo renacuajo al rededor de 
los puntos L4 y Ls, respectivamente, del sistema formado por los dos cuerpos 
masivos Saturno y una de sus luna mayores Tetis. Un ejemplo de órbita tipo 
herradura es el de las lunas Jano y Epimeteo al rededor de los puntos La y Ls 
del sistema Sol y Saturno. 
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Figura 6.2: Órbitas al rededor de los puntos de libración de Lagrange La y Ls. 


6.3. Ecuaciones de Lorenz 


6.3.1. Introducción 


Entre todos los antecedentes importantes, el trabajo de Lorenz [1963] ha sido 
considerado como uno de los pioneros de lo que hoy se conoce como teoría del 
caos. Lo usamos para introducir por primera vez la aparición de una dinámica 
muy errática y complicada que sin embargo proviene de un sistema de ecua- 
ciones determinístico y relativamente elemental. El tratamiento en esta sección 
se apoya fundamentalmente en Strogatz [1994]; Hasselblatt and Katok [2003]; 
Lorenz [1963]. Hay muchas otras referencias con tratamientos excelentes de 
estos temas, la selección obedece más a motivos prácticos. Es interesante tener 
en cuenta que la primera demostración rigurosa del atractor de Lorenz [Tuc- 
ker, 1999] es bastante reciente. Los casi 40 años que fueron necesarios para 
llegar a la demostración son una muestra de la dificultad y complejidad del 
tema. Los principales conceptos aparecen por primera vez apoyados en este 
ejemplo, aunque se dan definiciones, algunas de ellas serán re-visitadas desde 
una perspectiva un poco más rigurosa en el Capítulo 9. 


Lorenz [1963] estaba estudiando numéricamente un modelo simplificado de la 
convección atmosférica. Era una época relativamente preliminar en la historia 
de los computadores digitales. Aunque ya existían lenguajes de programación 
científica, la depuración de los programas era muy preliminar. Parece que la 
repetición de un cálculo que debió arrojar los mismos resultados dio pie a una 
discrepancia no explicada que motivó el análisis profundo del sistema de ecua- 
ciones ordinarias en consideración. El análisis inicial de los resultados no era 
muy satisfactorio y se sospechaba de errores en el programa. La integración del 
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Figura 6.3: Atractor de Lorenz 


problema de valores iniciales hasta un tiempo final ti dio unos resultados que 
se imprimieron con una determinada precisión numérica. Otra integración con 
iguales valores iniciales se llevó hasta un tiempo final ta < t,. Estos últimos 
resultados, que se imprimieron con igual precisión, se usaron para continuar la 
integración desde este punto intermedio hasta t¡, pero los resultados de ambas 
diferían. El problema no estaba en el programa. Debido a la representación 
numéricas aproximada del estado del sistema en el tiempo ta, las dos integra- 
ciones tenían condiciones iniciales (en t2) diferentes aunque muy cercanas. Ese 
pequeño error se amplificó, en lugar de permanecer pequeño como se esperaba. 
La pregunta general por el origen de esta anomalía, tomando el atractor de 
Lorenz como paradigma, es el objeto de este Capítulo. 


Rayleigh [1916] estudió el flujo que resulta en una capa de fluido de espesor 
uniforme cuando se establece una diferencia de temperatura constante entre las 
superficies inferior y superior. El sistema tiene una solución estacionaria en la 
cual no hay movimiento y la temperatura varía linealmente con la profundidad. 
Esta solución no es estable y a medida que se aumenta el gradiente se desarrolla 
convección, primero en forma de rollos y luego desorganizada. Usando una 
aproximación en series se llega al sistema 6.1. El parámetro que determina la 
inestabilidad es el hoy llamado número de Rayleigh, cuando excede un valor 
crítico. En la aproximación el parámetro r corresponde a la relación entre el 
número de Rayleigh y su valor crítico. El parámetro o corresponde al número 
de Prandtl y b esta asociado a una relación de escalas en los rollos. 
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o(y — z) 
= x(r—2z)-y (6.1) 
z = zay-—bz 


En estas ecuaciones es proporcional a la intensidad del movimiento con- 
vectivo. y es proporcional a la diferencia de temperatura entre las corrientes 
ascendentes y descendentes. Signos iguales de x y y significan que el fluido 
caliente se sube y el frío baja. La variable z es proporcional a la separación 
del perfil de temperatura con respecto a un perfil lineal. Un valor positivo de 
z indica que los gradientes mayores ocurren cerca a las fronteras. 


Las ecuaciones son buena aproximación a la convección para valores del número 
de Rayleigh ligeramente supercrítico. Como las ecuaciones son una aproxima- 
ción obtenida de truncar una expansión en series, no se debe esperar buenos 
resultados para casos de convección fuerte. 


Los parámetros con que vamos a trabajar en el regimen caótico son 0 = 10, r = 
28, y b=8/3. 

En la Figura 6.3 se ilustra el resultado de una integración numérica del sistema 
6.1, figuras como ésta se han convertido en icono del caos. 


6.3.2. Propiedades 


Una propiedad del sistema 6.1, simple pero de consecuencias importantes, es 
la no linealidad pues aparecen términos cuadráticos en xy y en zz. 


Otra propiedad importante del sistema 6.1 es la simetría ante la transformación 
(1,y,2) > (=x,—y, 2). Esto implica que toda solución o es simétrica o tiene 
una imagen simétrica. 


El eje z es invariante. Es decir cualquier solución que inicia en el eje z per- 
manece sobre el eje. Esto se ve directamente de las ecuaciones en 6.1, pues si 
xz=0yy=0se tiene z =0 y y =0. 

Otra propiedad importante de este y otros sistemas dinámicos con origen en 
física es la disipación. Un volumen V(t) del espacio de fase de un sistema que 
evoluciona de acuerdo a x = f(x), encerrado por una superficie cerrada S(t), 
cambia a 

V(t + dt) = V(t) +/( -ndt)dA, 
S 

donde n es el vector normal a la superficie S. La cantidad subintegral corres- 
ponde al volumen barrido por un diferencial de área dA en un dt, pues f-n 
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V= const 


Figura 6.4: Elipsoides de valores constantes de la función de Lyapunov 


es la componente de la velocidad en la dirección normal y hacia afuera de la 
superficie S. 


Por lo tanto usando el teorema de la divergencia, 


V= [t-nda= [ v-tav. 
5 Vv 


Si se aplica la anterior observación, que es general para cualquier sistema 
dinámico, al sistema de Lorenz se tiene 


V -f = Oz]o(y — 2)] + Oy[x(r — 2) — y] + 0, [xy — bz] =-=0-1-b<0. 


Luego, como la divergencia es constante, V = —(0 +1+0b)V, que tiene como 
solución V(t) = V(0) expí—(0+1-+b)t). Es decir la disipación induce contrac- 
ción exponencial del volumen en el espacio de fase. Esta contracción impone 
restricciones muy fuertes a los conjuntos límites, que deben tener volumen cero: 
puntos fijos, ciclos límite o para algunos parámetros atractores extraños. 

En particular no puede haber trayectorias cuasi-periódicas. Estarían en la su- 
perficie de un toro invariante de volumen constante. 

Tampoco pueden haber nodos o trayectorias cerradas repelentes. Las fuentes 
son incompatibles con las contracciones. 


Por eliminación los puntos fijos deben ser sumideros, o sillas. Las órbitas ce- 
rradas, de existir, deben ser estables o del tipo silla 


Puntos Fijos 


El origen (0, 0, 0) es un punto fijo para todos los posibles valores de los paráme- 
tros. Para r > 1, hay un par de puntos fijos simétricos, C+, con coordenadas 
a* =y* =+yb(r—1), 2* =r-— 1. Este par de puntos fijos representa un par 
de rollos convectivos girando a derecha o izquierda. Cuando r > 1*, CF* y C7 
los dos puntos fijos colisionan con el origen en una bifurcación de tenedor. 
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saddle cycle 


unstable manifold 
of saddle cycle 


Figura 6.5: Ciclo silla 


Estabilidad 


La estabilidad del origen se estudia mediante el sistema linealizado, que en el 
origen es Z =0(y— 21), y =rx— y, 2 = —bz. La ecuación en z es desacoplada 
y va a cero exponencialmente. Para las otras dos ecuaciones 


= [3 2], 


con traza 7 =—0—1<0, y determinante A = 0(1—r). Por lo tanto, sir > 1, 
el origen es una silla, (una dirección sale y dos entran). Si r < 1, el origen es 
un sumidero estable. De hecho globalmente estable. 


Para ver que el origen es globalmente estable para r < 1 se construye una 
función de Lyapunov. Esta son funciones suaves, definidas positivamente que 
decrecen a lo largo de trayectorias. En este caso la función L = 2?/0 + y? + 2? 
cumple lo requerido (ver Figura 6.4). Si r < 1 se tiene L<0 para puntos dife- 
rentes al origen, es decir el sistema se mueve a valores con menor L, y cuando 
t > 00 se tiene L(x(t)) > 0, lo que implica x(t) > 0. El siguiente cálculo luego 
de algo de algebra para completar cuadrados justifica lo anunciado, 


L=-l2-(r+1)y/2? - [1- (r+1)/4)y? —b2. 


Claramente si r < 1 se tiene que L < 0 por ser el negativo de una suma de 
cuadrados. 


Falta mostrar que para puntos diferentes al origen la desigualdad es estricta. 
La igualdad requiere que cada uno de los tres términos se anule por aparte. 
Esto implicaría y = 0 y z = 0, pues los respectivos coeficientes de y? y 2? son 
positivos. Por lo tanto el primer término se reduce a —x? que se anula sólo si 
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Figura 6.6: Diagrama de bifurcación y estabilidad de los puntos C* y C7 


x = 0. Por tanto L =0 implica que (x=, y,z) = (0,0,0). Por lo tanto fuera del 
origen se tiene £L < 0. 


Pasemos a estudiar la estabilidad de C+ y C7. Recuerde que se requiere que 
r > 1 para que este par de puntos fijos existan. Usando el procedimiento 
estándar de estabilidad lineal se puede ver que ambos son linealmente estables 
sil<r<rg=0(0+b+3)/(0 —b-1). El denominador v —b— 1 se asumen 
positivo de acuerdo al rango de parámetros de interés. 


Sean € =x—12,n=y-=Yy,yup=2- 2* las perturbaciones al rededor del 
punto fijo, la linealización del sistema 6.1 es 


co | 


Figura 6.7: Aperiodicidad 
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Figura 6.8: Proyección en dos dimensiones de la órbita 


€ A € 
ni=|1 -1 x*|lm|. (6.2) 
17) 7 A 7 


El polinomio característico para el calculo de los valores propios es , Á, es 


AH (04 1-0) + Abla +1) — 20b(r — 1) =0. 


Para la condición indicada, 1 < r < rp, las raíces tienen parte real negativa 
y ambos puntos fijos C* y C” son estables en ese rango. En el punto r = 71p 
ocurre una bifurcación de Hopf, es decir un par de valores propios cruza el 
eje imaginario. Como se vio en la sección 3.5.2, en el caso de una bifurcación 
supercrítica, una espiral estable cambia a una inestable rodeada de un ciclo 
límite, pero en este caso la bifurcación es subcrítica y presenta condiciones no 
estudiadas antes, propias de los casos con 3 o más variables. 


Para empezar, para r < r7, el punto fijo C* es estable, pero hay un ciclos límite 
que lo rodea, un ciclo-silla, un tipo de ciclo inestable exclusivo de dimensiones 
mayores a dos. En este caso el diagrama de fase cerca a O* sigue el esquema 
mostrado en la Figura 6.5. Este ciclo tiene una variedad inestable 2D ilustrada 
en la figura y otra estable, también 2D (no se muestra en la figura). A medida 
que r —> r;y, el ciclo se encoge al rededor del punto fijo. En la bifurcación el 
punto fijo absorbe el ciclo y cambia a una silla. Para r > rg no hay atractores 
cercanos, así que deben saltar hacia atractores lejanos. La Figura 6.6 ilustra el 
diagrama de bifurcación. 
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Figura 6.9: Esquema de la geometría del atractor 


La posibilidad de que las trayectorias vayan a infinito está descartada, se puede 
probar que las trayectorias son acotadas, eventualmente entran y permanecen 
en un elipsoide. 


Luego, el comportamiento de las trayectorias en el largo plazo debe ser com- 
plicado. Son repelidas de uno tras otro de los puntos fijos inestables, están 
confinadas a un conjunto acotado de volumen asintóticamente cero, aunque 
recorren tal conjunto por siempre sin que se intersequen. 


6.3.3. Caos en un Atractor Extrano 


Decía Sherlock Holmes que cuando se ha eliminado lo imposible, lo que que- 
da, aunque improbable, debe ser la verdad. Con la evidencia indirecta de la 
integración numérica, y la eliminación de las demás posibilidades es de esperar- 
se que la dinámica resultante sea muy compleja. En la exploración numérica 
se usará inicialmente los parámetros dr = 10,b = 8/3, r = 28, rg = 24,74, 
que corresponden a lo originalmente estudiado por Lorenz [1963]. También la 
condición inicial x(0) =0,y(0) = 1, 2(0) =0. 


Geometría 


Lo primero que se observa es la aperiodicidad de las series de tiempo resultantes 
(ver Figura 6.7). El atractor (palabra que se definirá más abajo) en forma de 
mariposa da la impresión que hay cruces, aunque sabemos que no es posible. 
La impresión proviene de la proyección en dos dimensiones de una trayectoria 
tridimensional (ver Figuras 6.3 y 6.8). La órbita fluye al rededor de C* y C7 
en espirales hacia afuera, el número de vueltas cambia cada vez. Una mirada a 
la estructura geométrica del atractor parece indicar que está formado por dos 
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x(0) 


po 
x(1)+5() 


Figura 6.10: Esquema para ilustrar la separación 


superficies que se unen pero con mayor detalle se ve que la geometría es más 
compleja (ver Figura 6.9). Usando las palabras de Lorenz [1963]: 


Parece entonces que las dos superficies sólo aparentan juntarse, y 
permanecen diferenciadas. Siguiendo estas superficies a lo largo de 
una trayectoria paralela a la órbita, rodeando a CF y aC”, se ve 
que cada superficie es en realidad un par de superficies, así que 
donde parece que se unen son en realidad cuatro. Continuando ese 
proceso por otro circuito, se ve que en realidad son ocho, etc., fi- 
nalmente concluimos que hay una infinidad compleja de superficies, 
cada una muy cercana a una u otra de las que aparentan unirse. 


Separación Exponencial 


Pero no sólo la geometría es compleja, órbitas inicialmente cercanas se separan, 
una característica negativa sobre la capacidad de predicción y que se ha dado 
en llamar sensibilidad a condiciones iniciales. Dos trayectorias, x(t) y x(t) + 
S(t), cercanas inicialmente, se separan según ||9(t)|]| — ||0]]e**. Para el sistema 
de Lorenz A = 0,9. La Figura 6.10 muestra un esquema de la separación de 
trayectorias. La Figura 6.11 ilustra la separación exponencial. El atractor se 
muestra en azul. Los puntos rojos muestran la evolución de una pequeña región 
de 10,000 trayectorias con condiciones iniciales muy cercanas en los tiempos t = 
3,6,9, y 15. A medida que cada punto evoluciona de acuerdo a las ecuaciones 
de Lorenz la región se estira. primero en un filamento delgado, que luego se 
enrolla al rededor del atractor. El estado final después de un tiempo puede 
estar prácticamente en cualquier lugar del atractor, aunque las condiciones 
iniciales fueron casi iguales. Esta separación explica la dependencia sensible a 
las condiciones iniciales de los sistemas caóticos. 

Esta característica contrasta con la mayoría de las aplicaciones clásicas en las 
que la capacidad de predicción ha sido un factor de éxito fundamental. En 
algunas interpretaciones se ha considerado que el azar puede provenir del caos. 
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Figura 6.11: Ilustración de la separación exponencial. El atractor se muestra en 
azul. Los puntos rojos muestran la evolución de una pequeña región de 10,000 
trayectorias con condiciones iniciales muy cercanas en los tiempos t = 3,6, 9, 
y 15. Más detalles en el texto. Tomada de Strogatz [1994] 
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slope=4 


In [15] 


Figura 6.12: Estimación del exponente de Lyapunov 


Exponente de Lyapunov 


El número A, que mide la tasa de separación de las trayectorias, es conocido con 
el nombre de Exponente de Lyapunov. Estrictamente en un sistema dinámico de 
n dimensiones hay n exponentes de Lyapunov, definidos a partir de la evolución 
de una esfera infinitesimal de condiciones iniciales que se deforma a un elipsoide. 
Si óx(t), k=1,...,n denota la longitud del k-ésimo eje principal del elipsoide, 
entonces d.(t) = 9(0)e***, con los Az. los exponentes de Lyapunov. El diámetro 
del elipsoide está controlado por el más positivo de los Az. Además hay que 
tener en cuenta que los exponentes dependen de la trayectoria, por lo que hay 
que promediar. 


Como se dijo, las implicaciones para la predicción en un sistema caótico, con 
exponente de Lyapunov positivo son graves. Una manera de apreciar esta im- 
plicación es mediante un cálculo elemental. Sea a una medida de la toleran- 
cia, es decir se asume que las predicciones fallan cuando ||ó(t)|| > a. Según 
la definición del exponente de Lyapunov esto ocurre después de un tiempo 
t, - O (In(a/[|0011)/A). Es decir, las predicciones serán aceptables (error menor 
que a) en el intervalo O < t < t,. La consecuencia es una ventana de predic- 
ción muy corta, que depende logarítmicamente de |l9y)||. Visto de otra manera, 
dado una tolerancia a y una ventana deseable de predicción, para cumplir se 
requeriría un error muy pequeño en la condición inicial. Por ejemplo, con una 
tolerancia del 1%, es decir a = 107? y un error inicial dy = 107? se desea 
incrementar la ventana de predicción y se hace un esfuerzo muy grande de 
reducción del error inicial a 1078, es decir una mejora de precisión en 1,000 
veces; pero la ventana sólo se incrementa al doble. 
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Figura 6.13: Sistema + = x— a%, y = —y usado para explicar definición de 
atractor. 


Caos 


Definición 6.3.1. Caos es el comportamiento aperiódico de largo plazo en 
sistemas dinámicos determinísticos con dependencia sensible a las condiciones 
iniciales 


Más adelante daremos otra definición de caos más rigurosa 9.10.1. Aperiódi- 
co de largo plazo significa que las trayectorias no tienden a puntos fijos, ni 
tienden a órbitas periódicas o cuasi-periódicas cuando t > oo. Esto para un 
conjunto abierto de condiciones iniciales. Determinístico significa que no hay 
ruido aleatorio, el comportamiento irregular proviene de la no—linealidad, no 
de otra fuente externa. Dependencia sensible significa separación exponencial 
de órbitas inicialmente cercanas. 


Por último todo esto ocurre aunque las trayectoria permanecen en una región 
acotada. Los sistemas inestables no necesariamente son caóticos, por ejemplo 
aquellos que divergen a infinito, aunque inestables, no son caóticos. Infinito 
actúa como un punto fijo. El concepto usado de aperiódico excluye estas op- 
ciones. 


Atractores 


Definición 6.3.2. Un atractor es un subconjunto cerrado A del espacio de fase 
con las siguientes características: (i) A es invariante, toda trayectoria x(t) que 
empieza en A, permanece en A. (ii) 4 atrae un conjunto abierto de condiciones 
iniciales, existe un conjunto abierto U, que contiene a A tal que si x(0) € U, 
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Figura 6.14: Observación para motivar el mapa de Lorenz 


entonces d(A, x(t)) +0 cuando t + 00. El máximo U que cumpla esto se llama 
cuenca de atracción de A. (iii) A es minimal, es decir, no hay subconjuntos 
propios de A que cumplan las condiciones (i) y (11). 


Para el sistema ¿ = x—a?, y = —y, ilustrado en la Figura 6.13 el intervalo —1 < 
zx < l no es un atractores, aunque cumple las primeras dos condiciones de la 
definición, no cumple la tercera, pues los puntos fijos (+1, 0) son subconjuntos 
propios atractores. 


Atractor Extraño 


Definición 6.3.3. Un atractor extraño es un atractor con dependencia sensible 
a condiciones iniciales 


Mapa de Lorenz 


Lorenz [1963] desarrolló una manera muy ingeniosa de analizar la dinámica en 
este atractor extraño. Para eso miró una proyección particular del atractor 6.14 
y observó que las trayectorias dejan una de las dos espirales sólo después de 
exceder una distancia crítica del centro. Qué tanto se excede parece determinar 
el punto de entrada a la próxima espiral. Esto a su vez parece determinar el 
número de circuitos antes de cambiar de espiral. Lorenz procedió a examinar 
la serie de tiempo de zn, el máximo local de las trayectorias (Figura 6.15). 
Su idea era predecir 2,1 a partir de z,,. Con base a esto definió el mapa hoy 
conocido como el mapa de Lorenz, representado en la Figura 6.16. 


Como se ve, el gráfico prácticamente corresponde a una línea, es decir casi no 
tiene dispersión, la razón es que el atractor es casi 2D). Pero no es una función, 
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Figura 6.15: Serie de tiempo para motivar el mapa de Lorenz 


Zn+1 


Zn 


Figura 6.16: Mapa de Lorenz 


pues aunque pequeña hay dispersión y para un z, pueden haber varios z,, +1. Sin 
embargo, la gráfica muestra una regularidad en el medio de la complejidad del 
atractor. La idea tiene alguna semejanza con los mapas de Poincaré, en ambos 
casos una ecuación diferencial se simplifica al estudio de un mapa iterado. 
El concepto de los mapas de Poincaré se basa en una sección transversal de 
dimensión n—1 y se estudian los cruces del sistema a tal sección transversal. En 
el caso del mapa de Lorenz se esta pasando directamente de 3 a 1 dimensión. 
Esto es posible porque el atractor es casi de dimensión 2. 


En la siguiente sección se va a estudiar con detalle la evolución en sistemas de 
mapas iterados. Un criterio clave para la estabilidad de los puntos fijos de tales 
mapas iterados es el valor de la pendiente en comparación con la unidad. De 
la Figura 6.16 se infiere que |f'(2)| > 1 > lo cual indica que de existir ciclos 
límites, son inestables. 


El punto fijo del mapa de Lorenz corresponde a la trayectoria cerrada de la 
Figura 6.17. Se puede mostrar que es inestable porque la derivada es mayor que 
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y 


Figura 6.17: Ciclo límite inestable correspondiente al punto fijo del Mapa de 
Lorenz 


1 en valor absoluto, |f'(2*)] > 1, donde 2* = f(2*) corresponde al punto fijo 
del Mapa de Lorenz. Para justificar la inestabilidad considere la perturbación 
Zn = 2% + Mn, y tome la aproximación de primer orden np+1 = f'(2%)n,. De 
donde se deduce que las perturbaciones tienden a crecer. 

Ahora el argumento se puede extender a todas las órbitas cerradas. Considere 
una trayectoria periódicas del mapa con período p. Es fácil ver que usando 


p-1 
la aproximación lineal, Mn+p W Mi FUen+x)| nm. El término entre corchetes 
k=0 


es mayor que uno, siendo el producto de factores mayores que uno. Luego las 
perturbaciones crecen, las trayectorias cerradas son inestables. Este argumento 
descarta la posibilidad de que el caos sea simplemente una observación de un 
observador impaciente, que no ha esperado suficiente a que las trayectorias se 
cierren, es decir que sean órbitas periódicas con un período muy largo. 


6.3.4. Espacio de Parámetros 


Explorar lo que sucede cuando se cambian los parámetros es como entrar a una 
selva, hay ciclos límite exóticos unidos por nudos, pares de ciclos limite unidos 
unos con otros, caos, comportamiento intermitente, hay periodicidad con ruido 
y atractores extraños. Una simplificación usual es mantener o = 10 y b= 8/3, 
y variar r. Aunque no se estudiará completamente todo lo que puede ocurrir, 
sí se resaltarán algunas cosas prominentes. 


¿Qué pasa cuando decrece r desde r¿? Como se había indicado, aparecen 
ciclos límite inestables al rededor de C* y C7, que se expanden a medida que 
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Figura 6.18: Espacio de parámetros 


r decrece. Cerca a r = 13,926 el ciclo límite toca el origen, que es un punto 
de silla. Es decir que en tal valor se forma una órbita homoclínica y por lo 
tanto hay una bifurcación homoclínica. Por debajo de r = 13,926 no hay ciclos 
límite, si se mira en la dirección de incremento del parámetro r se puede decir 
que un par de ciclos limite nacen cuando r cruza el valor r = 13,926 (Figura 
6.18). 


Este tipo de bifurcación homoclínica tiene muchas ramificaciones en el estudio 
de sistemas dinámicos, da origen a órbitas aperiódicas y a ciclos-silla, no es un 
atractor, pero genera sensibilidad a condiciones iniciales. Por ejemplo puede 
producir el llamado caos transitorio, después de un transitorio caótico la órbita 
se estabiliza bien sea en C* o en C7. Específicamente, para r = 21,0 = 
10, b= 8/3, la órbita aparenta un atractor, pero se estabiliza en C+. Aunque 
hay dependencia a condiciones iniciales, puede ir a C” para otras condiciones. 
En general, no se sabe con anticipación en cual de los dos puntos fijos estables 
va a terminar. Algunos interpretan que este comportamiento es semejante al 
lanzamiento de una moneda. 


En la región 24,06 < r < 24,74 hay dos tipos de atractores, puntos fijos y 
atractores extraños. Esta coexistencia significa que hay histéresis entre caos y 
equilibrio según se cambie r lentamente hacia adelante o atrás. 


Para r = 350, a = 10, b= 8/3 hay convergencia a un ciclo límite. Hay varias 
otras regiones con dinámica complicada y con ventanas periódicas. 
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6.4.1. Introducción 
Importancia 


Hay varias razones para estudiar el comportamiento dinámico del sistema re- 
sultante de aplicar indefinidamente un mapa f : R” > RR”, a un punto inicial 
xy para obtener una sucesión Xp+1 = f(x,,). Es frecuente que la evolución de 
un sistema natural o social se pueda representar en función de un tiempo dis- 
creto, en lugar de continuo. Incluso en el caso de las ecuaciones diferenciales, 
su solución numérica corresponde a la aplicación de un mapa al discretizar el 
tiempo y el espacio. También hemos encontrado en el estudio de las ecuaciones 
diferenciales los Mapas de Poincaré y Lorenz que tiene importancia indudable. 
En el estudio de los fractales, los mapas juegan también un papel central, como 
se vio en el Capítulo 4. 


Además, la aplicación iterada de mapas tiene la importancia intrínseca de 
que contiene en sí misma toda la complejidad y riqueza de comportamientos 
que se encuentran en las ecuaciones diferenciales. En el ejemplo que vamos a 
considerar se encuentran los mismos ingredientes del caos que se estudiaron 
en la sección anterior, por ejemplo la dependencia sensible a las condiciones 
iniciales, y será posible avanzar en la explicación del caos e incluso introducir 
ideas más avanzadas como la de medidas invariantes con las que se termina 
esta sección y que serán objeto del Capítulo 8. 


Es posible construir relaciones entre los sistemas discretos y continuos que 
permiten aplicar resultados de unos a otros en ambos sentidos. La más obvia 
es la discretización ya mencionada, es decir cuando el tiempo se considera en 
múltiplos de At, que a su vez se puede tomar como la unidad de tiempo. Otra 
relación usada en matemáticas es mediante suspensiones [Katok and Hassel- 
blatt, 1995; p. 8]. 


En esta sección se consideran mapas unidimensionales, en particular se va 
a trabajar el mapa de la parábola logística ampliamente considerado en la 
literatura [Ulam and von Neumann, 1947; Sarkovskii, 1964; May, 1974; Smale 
and Williams, 1976; Ruelle, 1977; Feigenbaum, 1978; Lasota and Mackey, 1994] 
y en Strogatz [1994; p. 348]. 


Estabilidad 


De manera semejante al caso de las ecuaciones diferenciales un paso básico es 
buscar los puntos fijos y analizar su estabilidad. Sea x* un punto fijo de un 
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mapa continuo f, es decir f(x*) = x*. Usando la serie de Taylor es claro que 
una órbita, 1, = 1* + Mn, cercana al punto fijo evoluciona de acuerdo a 


Tngr = 0 pa = L (2) = Ha? + mm) = f(0%) + £ (2%) + O(m), 


Que se reduce a Mm+1 = f'(2*)9n + O(n2). Linealizando y aplicando recursi- 
vamente se obtiene 7, = f'(2*)”no. Luego, u* es estable linealmente si |A] = 
[f'(2*)) < 1, Recíprocamente, x* es inestable linealmente si |A] =|f'(1*)] > 1. 
Es decir, de manera semejante a los sistemas de ecuaciones diferenciales este 
análisis de estabilidad lineal es válido para mapas no lineales cuando |f'(1*)| 4 
1, y no se puede afirmar nada en el caso |f'(2*)] =1. 


Una manera de representar gráficamente la aplicación iterativa del mapa es 
mediante trayectorias en forma de escalas o telarañas. Se traza la función, zx 
vs. f(x) y la recta y = x o línea de 45 grados. Se inicia con xp en el eje zx, 
para encontrar 11, = f(x0) se traza un segmento vertical desde xp hasta en- 
contrar f(zp), a continuación se procede horizontalmente para buscar x1 en la 
recta de 45 grados, luego se procede verticalmente hasta encontrar f (11), luego 
horizontalmente hasta las recta de 45 para encontrar 12, y así sucesivamente. 
La Figura 6.19 ilustra esta representación, tanto para casos convergentes como 
divergentes al punto fijo (intersección de la función y la recta de 45 grados). 
La gráfica confirma el resultado teórico de convergencia cuando la pendiente 
es menor que 1 en valor absoluto. También se ilustran casos de pendiente ne- 
gativa en los cuales las iteraciones alternan de lado respecto al punto fijo y 
los casos de pendiente positiva en los cuales las iteraciones permanecen a un 
mismo lado. 


6.4.2. Parábola Logística 


Para xy E [0,1], r € [0,1] y para n = 0,1,---, considere el siguiente sistema 
dinámico discreto 


Ln+1 = AT Zn (1— tp) =h (2) = A" (29) 


La Figura 6.20 representa el mapa de la parábola logística (MPL), h, para dife- 
rentes valores del parámetro r. La nomenclatura puede variar ligeramente entre 
los diferentes autores. Note que como [0, 1] es compacto y h es continua, tanto 
la imágenes como las imágenes inversas de conjuntos abiertos son abiertas. 


Puntos Límite 


Hay tres posibilidades para el comportamiento asintótico de MPL, es decir 
para [1,) cuando n —> 00: Convergencia hacia un punto fijo, x* € [0,1], 
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Figura 6.19: Casos de convergencia y divergencia, tanto monótona como osci- 
latoria 


Figura 6.20: mapas de la parábola logística para varios valores del parámetro 
a 
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4=074 


Figura 6.21: Series de tiempo obtenidas de aplicar recursivamente el mapa de 
la parábola logística para diferentes parámetros: superior izquierda r = 0,74; 
derecha r = 0,81; inferior izquierda r = 0,875; derecha r = 1,0. Para facilitar 
la visualización los puntos sucesivos se unen 


con h(1*) = x*. Comportamiento periódico en un conjunto finito de puntos, 
[1 =h(p), Ta =h(%1), :** , Tp = h(Tp-1)). Lo que corresponde a un punto 
fijo de h(P. La otra posibilidad es que la trayectoria simplemente ”vaga” por 
todo [0, 1]. 

Los puntos fijos se calculan fácilmente, 1 = 0 y 13 = 1— 1/4r. La conver- 
gencia depende de la condición |h'(x7)] < 1. En este caso la derivada se evalúa 
fácilmente, h'(1) = 4r — 8rx. Por lo tanto 


(a) = A(0)=4r, 

h (23) = R(1-1/4r) = 4r —2, 
y por tanto |h'(0)| < 1 si r < 1/4 y |R'(1— 1/4r)| < 1 si 1/4<r<3/4 
La Figura 6.21 ilustra series de tiempo obtenidas de la aplicación recursiva 
para diferentes valores del parámetro r. Se observa que para r = 0,74 la serie 


tiende al correspondiente punto fijo, para r = 0,81 la serie tiene período 2, 
para r = 0,875 la serie tiene período 4, y para r = 1 la serie es aperiódica. 


Bifurcación 


¿Qué sucede si el parámetro r es mayor de 3/4, el límite superior de la región de 
estabilidad? Para responder tal pregunta se procede a una exploración numéri- 
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 


Figura 6.22: Representación de las iteraciones del mapa de la parábola logísti- 
ca para diferentes parámetros. En el cuadro superior izquierdo (r = 0,81) se 
representa el caso de período 2, también se muestra h?. El cuadro superior de- 
recho (r = 0,875) corresponde a período 4, también se muestra h*. El cuadro 
inferior izquierdo (r = 0,95875) corresponde a período 3, también se muestra 
h?. El cuadro inferior derecho (r = 1) corresponde al caso caótico. 


ca. En el cuadro superior derecho de la Figura 6.21, correspondiente a r = 0,81 
se Observa que la serie obtenida numéricamente oscila entre dos valores, tiene 
período 2. En la Figura 6.22, en el cuadro superior izquierdo se representa el 
diagrama de telaraña para el mismo caso. Como puede apreciarse, la órbita 
periódica ocurre en los puntos fijos de h?. Es decir 21 = h(%2), t2 = h(%1) y 
T1 = h? (51), Ta = h? (52). 


Si se aumenta el parámetro a r = 0,875 lo que se obtiene es período 4, como 
se ve en las Figuras 6.21 y 6.22. Como en el caso anterior, la periodicidad se 
indica que 1 = h(Za), Lo = h(31), 23 = h(T2), Za = h(23) y Tk = AE), 
para k =1,2,3, 4. 


El período continúa duplicándose a medida que r crece. Se obtienen ciclos 

de período 8,16,32,.... Si r, denota el valor del parámetro para el cual se 
? ? ) 

produce la n—ésima bifurcación, es decir cuando nace un ciclo de período 2”, 

los experimentos numéricos indican la siguiente tabla, 
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0.855 0.892 10 


Figura 6.23: Diagramas de bifurcaciones, puntos límite contra el parámetro 
r, con dos sucesivas ampliaciones. A la izquierda 0 < r < 1, en el centro 
0,855<r<l y a la derecha 0,9575 < r < 0,964 


Amplitud Período 


ri  0,750000 2 
ra  0,862250 4 
r3  0,886023 8 
ra  0,891100 16 
rs  0,892190 32 
Too  0,892486 00 


Si se examina la sucesión resultante no es difícil descubrir un crecimiento 
geométrico, las bifurcaciones ocurren cada vez más rápido. Es posible calcular 
una exponente, 


$= lim 2 ="9-1 — 4 6992016090 --- 
n>0 Pn41 — Fn 

¿Qué sucede si se toma r > rx? En las Figuras 6.21 y 6.22 ya hay una clave. 
Para algunos valores del parámetro se observa un comportamiento aperiódico, 
un versión discreta del caos. Pero también hay ventanas periódicas, con período 
3 por ejemplo. Los experimentos numéricos son muy fáciles de hacer, con muy 
poco tiempo de cálculo se puede obtener un diagrama de los puntos límite en 
función del valor del parámetro. La Figura 6.23 ilustra este resultado con varios 
niveles de ampliación. La Figura es bastante sugestiva de autosemejanza. 


Después de la exploración numérica es conveniente hacer el estudio riguroso. 
Para examinar la estabilidad de las órbitas periódicas se mira a la estabilidad 
de los mapas iterados. Iniciemos con p = 2, es decir el ciclo de período 2 
será estable si el mapa h? es estable. Se sabe que para esto lo que hay que 
hacer es comparar el valor absoluto de la derivada con la unidad. 


Lo primero es encontrar los puntos fijos, es decir las 4 raíces de h*(x) = x. Se 
sabe que los puntos fijos de h, 1í =0 y 13 = 1—1/4r son raíces. Llamemos las 
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otras dos p y q, que se calculan fácilmente reduciendo el polinomio de orden 4 a 
uno cuadrático mediante división usando las dos raíces conocidas. El resultado 
es p,q=(4r +12 y(4r — 3)(4r + 1))/8r. 

Habrá estabilidad si A = IEn(ho)le=p < 1. Usando la regla de la cadena 
A= | (A(9)A (pl = 1 (0 (p)| = |4+8r—16r?]. Por lo tanto, |A] < 1 implica 
3/4<r<(1+v6)/4. El resultado es simétrico si se estudia la estabilidad en 
q. El valor de r para el que se produce la bifurcación coincide con el indicado 
en la tabla. 


Es conveniente hacer énfasis que en la bifurcación de doblado hay un cambio 
cualitativo de estructura de las órbitas. Antes de la bifurcación (r < 3/4) el 
mapa tiene dos puntos fijos y todos los demás puntos tienden asintóticamente 
a uno de ellos. Después de la bifurcación (r > 3/4) además de los dos puntos 
fijos el mapa tiene una órbita de período 2. Esta órbita es estable, atrae las 
demás órbitas si 3/4<r < (14 V6)/4. 


Una manera intuitiva de entender la necesidad de esta transición es notar que 
para r < 3/4 todos los puntos son atraídos al punto fijo, aunque oscilan en 
cada iteración entre estar por encima y luego por debajo. Para r ligeramente 
mayor que 3/4, los puntos muy cercanos al punto fijo son repelidos, mientras 
que los más lejanos todavía tratan de acercarse al punto fijo. Consecuente- 
mente, debe haber un punto a cada lado del punto fijo que separe estos dos 
comportamientos, esos dos puntos son la órbita periódica. 


Aunque el método usado puede en principio aplicarse para el resto de bifurca- 
ciones, los cálculos aunque elementales se hacen tediosos. Más adelante se usa 
la herramienta la renormalización y los exponentes de Lyapunov para mirar 
este asunto. 


6.4.3. Período Tres Implica Caos 


Además de las bifurcaciones de período doble, el mapa de la parabola logística 
muestra riqueza de comportamientos inesperados. Como se deduce de la ex- 
ploración numérica hay otras ventanas periódicas más allá de ra, incluso con 
período 3 que ocurre cuando (1 + y8)/4 = 0,9571 < r < 0,960375. La Figura 
6.24 ilustra este aspecto. Para el cuadro de la izquierda, con r = 0,95875, se 
resaltan las raíces de h3(2) = x con círculos negros y blancos, las negras co- 
rresponden a puntos fijos estables, con valor absoluto de la pendiente menor 
a 1, mientras que las blancas son inestables. Esto ya era visible en la Figura 
6.22. En el cuadro de la derecha de la Figura 6.24 el parámetro es ligeramen- 
te inferior, en el rango caótico, r = 0,95, el resultado es que hay separación 
con respecto a la línea de 45 grados y las raíces desaparecen. Para algún valor 
intermedio del parámetro r se tendrá una bifurcación tangencial. 
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Figura 6.24: Gráfica de h* para ilustrar ciclos de período 3, con r = 0,95875 y 
r=0,95 


Figura 6.25: Intermitencia debido al paso por un corredor estrecho, r = 0,95705 


La cercanía a la bifurcación tangente produce un comportamiento que se ha 
denominado intermitente. La Figura 6.25 ilustra esto. El parámetro está en el 
regimen caótico pero hay un fantasma de un ciclo de período 3, y la órbita alter- 
na repetidamente entre los dos regímenes. Este tema será tratado nuevamente 
más adelante. 

Li and Yorke [1975] publicaron un importante artículo con título igual al de 
esta sección, aunque tal resultado estaba contenido en el llamado Teorema de 
Sharkovskii [1964]. Como los resultados son importantes y sólo requieren del 
teorema del valor intermedio se va presentar la esencia de la argumentación 
en términos más generales, que no sólo aplican al mapa de la parábola logísti- 
ca, apoyados en Hasselblatt and Katok [2003; p. 309]. El papel de la órbitas 
periódicas en la definición del caos se precisa en la Definición 9.10.1. 


Definición 6.4.1. Considere un mapa continuo f : [ > I de un intervalo /. Se 


dice que un intervalo J € 1 Cubre Bajo f otro intervalo K € I, si KC f(J). 
En tal caso esto se denota como [ > K. 


Si se considera una colección finita de subintervalos de /, el grafo con los 
subintervalos como vertices y los segmentos orientados determinados por las 
relaciones de cobertura bajo f se denomina el grafo de Markov asociado. 
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Lema 6.4.1. 5 J y K son intervalos, K es cerrado y J + K, entonces existe 
un intervalo cerrado LC J tal que F(L) = K. 


Prueba. Para ver esto, sea K = [a,b] y c = máx f*(([a)) y tome L = [e, d] con 
d = mín((c,oo) MN f71((b))), si está definido. De lo contrario tome L = [e”, d”] 
con cd” =máx((—o0,c) N f7*((b))) y d' = mín((c,00) N F7*((a))). 


Luego, si J > K, con K cerrado, hay varios intervalos L1,...,Lj € J con 
interiores mutuamente disjuntos tales que f(L,) = K. Esto puede escribirse 
como J =3 K con k flechas, donde k es el número máximo de tales subinter- 
valos. A estos L;¡ se les llama componentes completas asociadas a J) > K. La 
preimagen de K en J puede tener un número infinito de intervalos, pero como 
K es compacto, hay un número finito de componentes completas. 


Lema 6.4.2. Si J > J, entonces f tiene un punto fijo x € J. 


Prueba. Si J = [a,b], J + J implica que existen c,d € J tal que f(c) =a<c 
y f(d) = b > d. Por el teorema de valor intermedio existe x € J tal que 


fa) —z==0. 


Lema 6.4.3. Silo > >1l2>... > I,, entonces M_,f(1,) contiene un 
intervalo A,, tal que f"(A,) = In. 


Prueba. A,, se puede definir recursivamente tomando Ay = ln y A; € [n-; la 
componente completa asociada a [»-¿—> Aj-1. 


Corolario 6.4.4. % lo > L >>... > In-1 > ly entonces existe un x, 
punto fijo de f”, tal que f(x) € I; para0<:i<mn. 


Lema 6.4.5. Si f tiene un punto periódico que no es un punto fijo, entonces 
tiene un punto periódico de período 2, que no es punto fijo. 


Prueba. El Lema se demuestra si » 4 f?(x) tiene período p implica que f tiene 
un punto de período menor que p que no es fijo. 


Sean f1,...,fp-1 los intervalos cuyos puntos extremos son los iterados adya- 
centes de x bajo f. Para cada ¡ € (1,...,p— 1) hay un ¡ A i tal que £, > Í; 
pues los puntos extremos no tienen período 2. Luego existe un circuito no tri- 
vial del grafo de Markov que visita k < p—1 de los intervalos. Por el Corolario 
existe un punto de período k que no es punto fijo. 


Teorema 6.4.6. Si f : I! > I es un mapa continuo de un intervalo cerrado 
con un punto periódico de período 2”, entonces f tiene puntos periódicos de 
todos los períodos 2" para m < n. 


Prueba. El caso m = O se consideró arriba. Para los demás casos se aplica la 
. ¿ AS 7 n—2 
existencia de puntos periódicos de período 2 a los mapas f, f?,..., f? 
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Teorema 6.4.7. Si f : I > Í es un mapa continuo de un intervalo cerrado con 
un punto periódico de período 3, entonces f tiene puntos periódicos de todos 
los períodos. 


Prueba. Rotule los puntos de la órbita periódica de período 3 como (11 < 
x3 < x3), considere los intervalos [; = [x,,w92] e l2 = [22,13]. Suponga que 
f(x2) = 13 y por lo tanto f3 cubre bajo f tanto a I¡ como a l2, y además, 1; 
cubre a l3. Si f(12) = 11 se renombran /; e [2 para llegar a la misma conclusión. 
Por lo tanto el grafo de Markov asociado contiene el siguiente subgrafo 


KS La, 
O 


por tanto para cualquier n € N se tiene el circuito Uy >L>...>b>f 
con n— 1 ocurrencias de fa, lo que da un punto periódico de período n, que no 
puede tener un período menor. 


Teorema 6.4.8 (Sharkovsky). Si] CR es un intervalo cerrado, f:I > 1 un 
mapa continuo con un punto periódico de período primo p, y p > q, donde 
se define mediante 


3> 5 7 9 11 (2n. +1) -2 > 
3-2> 5-2 7-2 9-2 11.2 (2n +1) -2* ls 
3d Balde TDi 002 1:22 (20. +1) 22 2 18 
3-2 5.2> 7.2 9-2p 11.2% (2n +1) - 23 obs 
Pd EA 2 de de 2 1 


entonces f tiene un punto periódico de período q. 


Prueba. La enumeración se inicia con los números impares en orden ascenden- 
te, luego los impares multiplicados por 2, luego los impares por 4, luego los 
impares por 8, etc., y al final las potencias de 2 en orden descendente. En esta 
enumeración todo entero positivo aparece exactamente una vez en la lista. El 
teorema afirma que si f tiene punto fijo de período p, y p precede a q en el an- 
terior ordenamiento, entonces f tiene un punto de período q. La demostración 
es una aplicación de los dos anteriores teoremas. 


6.4.4. Exponente de Lyapunov 


Hasta ahora en el análisis del mapa de la parábola logística nos hemos con- 
centrado en las órbitas periódicas, y aunque hemos mencionado el caos, no 
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lo hemos estudiado en detalle. Para cuantificar la sensibilidad a condiciones 
iniciales el exponente de Lyapunov es una herramienta básica. 


Dada una condición inicial xy, y un punto cercano gy + dp, interesa calcular 
la separación 9, = h"(x0 + 00) — h"(x0) al cabo de n iteraciones. Si |9,| = 
|Sp[e”A, entonces A es el exponente de Lyapunov. Tomando logaritmos esto se 
puede escribir como A = 1n|9,,/9p|/n. Ahora, si se usa la definición de 0, A = 
In |(A7(20+00) —h"(x20))/001/n. En el límite A= In|(4”)(x0)|/n. Ahora, usando 
regla de la cadena (27) (20) = 117 »' (25), y por tanto A= Y Zy In]»(x;)|/m. 
Lo que justifica la siguiente definición. 


Definición 6.4.2. El exponente de Lyapunov para la órbita que empieza en 
Xy €s 


E 1 n—1 ; 
Azo) = lím - Y ltzol, 
i=0 
cuando el límite existe. 


La cantidad A(z0) queda indefinida para órbitas que contengan un punto para 
el cual h'(x,) = 0. A los puntos fijos se les asigna el exponente de Lyapunov 
—00. Nuevamente, un exponente de Lyapunov negativo indica que trayectorias 
cercanas se están contrayendo asintóticamente a lo largo de la órbita correspon- 
diente, y uno positivo que se están separando. La estimación numérica requiere 
cuidado. 


Es posible calcular numéricamente el exponente de Lyapunov para todo el ran- 
go de valores del parámetro r para nuestro ejemplo del mapa de la parábola 
logística. La Figura 6.26 muestra los resultados. Según estos cálculos se confir- 
ma la estabilidad (A < 0) para los valores de los parámetros calculados arriba. 
También se encuentran valores positivos de A en los rangos que hemos deno- 
minado caóticos, con las ventanas periódicas que se han indicado. 


Una aplicación directa del exponente de Lyapunov es para demostrar que si un 
mapa f tiene un p-ciclo estable, entonces A < 0, más aun, si es superestable 
A = —oo. Un punto fijo 2, de un mapa f es superestable si f'(2,) = 0. El 
argumento es simple, si xy está en un p-ciclo, entonces es un punto fijo de 
f”. Como es estable |(fP/(x0)] < 1, por tanto In|(fP/(x0)| < Ind) = 0. 
Luego A = límp-00(1/n) Djzy n|f'(2:)] = (1/p) Zo Mn] F'(2;)], pues por 
la periodicidad los mismo p términos siguen apareciendo en la suma. Ahora, 
aplicando la regla de la cadena se tiene que 


p-1 
A= (1/9) Y In]f(2:)| = in 1(2)G0) <0. 


1=0 
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0,75 0.8 0.85 0.9 0.95 1.0 


Figura 6.26: Cálculo numérico del exponente de Lyapunov para diferentes va- 
lores del parámetro r 


Por definición, si el ciclo es superestable |f?)/(xp)| = 0 y por tanto A = 
In(0)/p = —oo 


Otra aplicación directa de la definición del exponente de Lyapunov es para el 
caso del mapa de la Carpa, que se define mediante f(1) = rx para 0 < x < 1/2, 
y f(1) =r—rxz para 1/2< x < 1, con r un parámetro en [0, 2]. La Figura 6.27 
muestra un esquema de este mapa. Como f'(x) = +r para toda x, se tiene que 
A = límn-300 3 Ni In|f'(x;)] = nr. Es decir hay caos, dependencia sensible 
a condiciones iniciales para r > 1. 


o 
o 
y 

2 
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Figura 6.27: Mapa de la carpa para r = 1,8 
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6.4.5. Mapas Conjugados, Homeomorfismos 


Dos mapas fi y f2 son conjugados cuando existe una transformación T ho- 
meomórfica (biyectiva, continua, con inversa continua) entre fi y fa, tal que 
file) = 7 fa(r(2))). La fórmula corresponde al cambio de variable, y si esta 
transformación es suave y biyectiva, es de esperarse que la dinámica de am- 
bos sistemas sea la misma. Efectivamente, hay un teorema en tal sentido. Una 
manera nemotécnica de referirse a la fórmula es mediante: pase de la nueva 
variable a la vieja y aplique el mapa viejo y luego vaya a la variable nueva, esto 
debe equivaler al mapa nuevo. 


El mapa de la parábola logística (h, con parámetro r = 1) y el mapa de la 
carpa (f, con parámetro r = 2) son conjugados mediante la transformación 
T(x) = sen? 32. Por lo tanto tienen el mismo comportamiento dinámico. 
Como el mapa de la carpa tiene exponente de Lyapunov In(r) = In(2) > 0, el 
mapa de la parábola logística es caótico para r = 1, como se había indicado, 
aunque no demostrado, mediante cálculos numéricos. Esto es válido para casi 
todos los puntos iniciales. Técnicamente, la medida de los puntos para los 
cuales no se cumple es cero. Por ejemplo, para los puntos iniciales, 0, 3/4, 1 el 


exponente de Lyapunov es —oo, valor que se le asigna a los puntos fijos. 


Se recomienda la verificación de que los mapas son conjugados, para esto basta 
emplear la identidad trigonométrica sen 29 = 2sen 8 cos O y tener cuidado con 
la aplicación de arc sen. 


6.4.6. Renormalización y Universalidad 


La cascada de doblado del período y la acumulación en un parámetro par- 
ticular sugiere que hay un patrón regular que merece estudio. Usando ideas 
de renormalización, que vienen de la física, Feigenbaum [1978] demostró una 
cierta universalidad. Numéricamente encontró que en el mapa de la parábola 
logística hay un patrón regular en la tasa a la cual los doblados de período ocu- 
rren. Específicamente, la distancia entre los parámetros a los cuales ocurren las 
bifurcaciones decrece eventualmente en una progresión geométrica, con razón 
9 = lim» +00 [fn — Tn-1)/(Tn+1 —Y7n) Y 4,6992016090. Pero más interesante aun 
es que la razón geométrica es la misma para una familia grande de mapas uni- 
modales que dependen de un parámetro, sin importar la forma específica. Es 
decir, ni la secuencia geométrica, ni el valor de la razón geométrica dependen 
de la forma particular del mapa de la parábola logística, sino que tienen un 
cierto grado de universalidad. 


Para explicar las ideas, vamos a seguir a Landau and Lifshitz [1987; p. 120]. Lo 
primero es cambiar ligeramente la nomenclatura, es más conveniente para la 
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renormalización trabajar con un mapa simétrico al rededor del punto crítico. 
Para esto se trabaja en el intervalo [—1, 1] con el mapa tp +1 = g(2n) = 1—fa? 
y el parámetro F € [0,2]. Los puntos fijos de este mapa son Tio = (-1 + 
v1 + 47)/27, con pendiente g'(1] 2) = 1F V1 + 4%. De muestro análisis anterior 
se sabe que la primera bifurcación ocurre cuando |1 + y1 + 4F| = 1, cuya raíz es 
R¡ = 3/4. Es decir para * > R¡ el punto fijo xj es inestable y aparece un ciclo 
de período 2. Para investigar la segunda bifurcación se requiere encontrar los 
puntos fijos del mapa g?. Que corresponde a 2p+2 =1—*+2P%x? —Px1. Para 
estimar la cascada se procede despreciar el término xf, es decir a aproximar esta 
expresión mediante 1pn+2 =1—%P+27%x? y a realizar los siguientes cambios 


de escala, Zn = Q0tn, o = 1/(1 —*). Lo que produce In+2 = 1-— f122, 
cuya única diferencia con g es en el parámetro que ahora es F1 = (fp) con 
ó(r) = 27?(F — 1). Sin lugar a confusión de ahora en adelante se suprime 


el uso de la barra para referirnos a las variables re-escaladas. Si se repite la 
operación, con a, = 1/(1—f1), se obtiene la secuencia 2, 42m =1— Py 12, con 
fm = O0(Fm-1), con m =0,1,.... La Figura 6.28 ilustra esquemáticamente la 
renormalización. 


De la anterior secuencia es fácil proceder a identificar los parámetros críticos, 
es decir aquellos en los cuales se produce la bifurcación para el ciclo de período 
2”, que son f,, = 3/4 = R¡, y que expresados en términos de los parámetros 
originales son Rm-1 = P(Rm) (note la diferencia). En el límite Ro, es la raíz de 
Ru = H(Ro), que se obtiene directamente, Ras = (14 V3)/2 = 1,37. El factor 
de escala también tiende directamente a un límite, 4 = 1/(1— Ro) = -2,8. 
Para estimar como R,, se acerca a Ro, considere la siguiente aproximación a 
la derivada de f cuando Roa. — Rm+1 es pequeño, 
(Roo) pa H(Rim+1) Ro — Em 


/ 
Ro = 2 > 
il ( ) Ru 2 Rm+1 Roo o Rm+1 


donde se usó Ra = P(Ro) y Rm = 0(Rm+1). Ahora, de la definición de la 
función ¿ y el valor de Ro, se puede calcular 4 = ' (Ro) = 4+ 3 = 5,73, por 
lo tanto, 


Roo — Rm+1 = (Ro pa Rm)/6ó, 


que también se puede escribir como Ra — Ry x 0 ””. Numéricamente se ha 
estimado que 9 = 4,6692, a = —2,5029, Ro = 1,401 Las diferencias se deben 
al carácter aproximado del cálculo aquí empleado, en particular los términos 
que se despreciaron. 


Lo que es notable, es que los valores de « y 0, y la forma del mapa infinitamente 
iterado sean independientes del mapa inicial 2,41 = f(2.m;7). Es suficiente 
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f(x Ro) 


his 
, rescale by 
iterate | a=-25.. 


Figura 6.28: Esquema para ilustrar la renormalización 


que la función f dependiente también de un parámetro sea suave con un sólo 
máximo bien aproximado por una función cuadrática cerca al máximo. 


Para hacer más claro el argumento, suponga que el máximo de f ocurre en 
x= 0, para escribir simbólicamente la renormalización, que involucra la com- 
posición y el cambio de escala 


f(x) = a0f[f(x/a00)] con av =1/£(1), f1(0) =1. 


Que se repite para obtener la sucesión 
Fuste) = AmfrelImikz/am)] =T fin, CON Om = 1 En 


El operador 1" representa el operador de renormalización. Suponga que esta 
secuencia converge a un límite cuando m —> oo, que entonces es un punto fijo 
del operador T, es decir, g(x) = Tg = aglg(x/a)), a =1/g(1), g(0) =1 


6.4.7. Evolución de Densidades para MPL 


La dependencia sensible a las condiciones iniciales tiene consecuencias prácticas 
importantes. Lo normal es que las condiciones iniciales tengan errores. ¿Cómo 
crecen los errores? Además los modelos tienen errores. ¿Qué tan importantes 
son los aspectos que no fueron tenidos en cuenta? Estas dos preguntas aunque 
relacionadas no son idénticas. La primera se refiere a la estabilidad del modelo 
y la segunda a su estabilidad estructural. En su momento se profundizará so- 
bre esta última. Por ahora vamos a mirar la primera, que tiene implicaciones 
importantes para la predicción. La estrategia que se sigue el la consideración 
del error en la condición inicial como una variable aleatoria. Ante cada apli- 
cación del mapa, el error también cambia y es posible en general calcular la 
distribución de probabilidades. 


Supongamos que Xy es una variable aleatoria con función de distribución de 
probabilidades Fo y función de densidad fp. ¿Cuál es la distribución de X¡? El 
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Figura 6.29: Cálculo de la distribución derivada 


cálculo se hace usando el método de distribuciones derivadas, que a su vez puede 
apoyarse en el teorema del cambio de variable en una integral. Una manera 
fácil de aplicar estas ideas es usar la definición de la función de distribución. 
Por lo tanto, 


PrX < 3) 1—Priyi(x) < Xo < ya(x)) 


1 — Folya(x)) + Folyi(z)) 


Donde se usa la siguiente abreviatura de las imágenes inversas para facilitar la 
escritura, Ya 1(1) = la (a) = (1% y1— 2/r)/2. En la Figura 6.29 del mapa de 
la parabola logística se ilustra cómo los valores por debajo de zx en el eje vertical 
corresponden a los que no se encuentran entre ya y y en el eje horizontal. 


Esto se puede expresar de manera equivalente, en términos de densidades, 
tomando derivadas 


fila) = you) + folya(z))) Es 
= 0 Y 1=2/r)/2) + fo(1+ Y1=x/r)/2) 


Usando este argumento de manera recurrente es posible calcular la evolución 
de las densidades y mostrar la convergencia 


1 1 2x —1 
lí = lím Fi =- j ; 
a Jul) ERE y m (2) 3 + arcsin 


La Figura 6.30 ilustra esta convergencia partiendo de diferentes densidades 
iniciales. En apenas 4 iteraciones la densidad resultante está próxima al límite. 
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Figura 6.30: A la izquierda la densidad Arcseno que es la densidad límite de la 
evolución de densidades. A la derecha se muestran 4 iteraciones a partir de 4 
densidades iniciales arbitrarias: uniforme y tres diferentes densidades triangu- 
lares 


6.5. Atractores Extraños 


El propósito de esta sección es desarrollar intuición. Hasta ahora con relación 
al caos hemos encontrado la dependencia sensible a las condiciones iniciales en 
los dos ejemplos principales, el atractor de Lorenz y el mapa de la parábola 
logística. También hemos encontrado lo que se ha denominado la ruta del do- 
blado del período hacia el caos. Todavía necesitamos entender mejor la relación 
entre la proliferación de órbitas periódicas y la dependencia sensible a condi- 
ciones iniciales. Esto lo trataremos con más detenimiento en el Capítulo 9. En 
este momento queremos profundizar en la estructura geométrica. El trabajo de 
Smale [1967] es todavía la base principal. Otros ejemplos también han ayudado 
a desarrollar el entendimiento, en particular el llamado mapa de Hénon [1976] 
y el atractor de Róssler [1976]. El otro tema importante que será discutido 
es la posibilidad de reconstruir un atractor a partir de una serie de tiempo 
incompleta 


6.5.1. Estirar y Doblar 


Los atractores extraños tienen dos propiedades aparentemente contradictorias: 
permanecen confinados en una región acotada del espacio de fase, aunque las 
trayectorias se separan exponencialmente (al menos inicialmente). El mecanis- 
mo básico es estirar y doblar, contracción en una dirección, expansión en otra. 
La contracción proviene de la disipación, y la expansión produce la dependencia 
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sensible a las condiciones iniciales. 


Un ejemplo doméstico, el trabajo de un pastelero ilustra el estirado y dobla- 
do. Si las capas se mantuvieran separadas, de hecho algunas veces en el horno 
se separan, tendríamos el equivalente a un fractal, una de las características 
geométricas de los atractores extraños. El mecanismo también explica la depen- 
dencia sensible a las condiciones iniciales, imagine que una gota de colorante 
se inyecta en un punto particular de la masa. Al cabo de varias operaciones 
de aplanar y doblar (iteraciones), el color se habrá dispersado por toda la ma- 
sa. La gota de color puede pensarse como una región de condiciones iniciales 
cercanas, la dependencia sensible a las condiciones iniciales produce la mezcla 
(Figura 6.31). 


Aplanar y Estirar 


Sa Ji 
cua 


Figura 6.31: Esquema del mapa del pastelero que resulta en un conjunto de 
Cantor 


Un representación matemática de tal esquema es el llamado mapa del panadero. 
Sea B un mapa del cuadrado unitario en el mismo definido por: 


== ] (2840Un) s10 << 1/2, 
Tn+l> Li L => ; 
dd did Oi = Lan END. DE Sl 

con a un parámetro en 0 < a < 1/2. La Figura 6.32 ilustra el efecto de apli- 
car la transformación de una imagen arbitraria a la izquierda para obtener la 
imagen de la derecha. Para facilitar la interpretación se incluye una transfor- 
mación intermedia, correspondiente a un estiramiento por un factor de 2 en 
la dimensión horizontal y una contracción en la dirección vertical por un fac- 
tor a. El corte y apilado corresponden a que la mitad de la derecha tiene un 
desplazamiento vertical en 1/2. 

Si se aplica el mapa B un número infinito de iteraciones se obtiene un atrac- 
tor que es un fractal, un conjunto de Cantor de segmentos horizontales. Para 
calcular la dimensión fractal del atractor resultante en el límite, considere que 
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B"(S) consiste de 2” franjas de longitud 1 y altura a”, para cubrir el atractor 
con cajas de lado e = a”, se requieren a” cajas para cada franja y por tanto 
un total de 2%a7” cajas. Luego si se aplica la definición de dimensión fractal 
se obtiene, 

log N log[(2/a)”] 


log 1/2 
d = lím = lím o 
e>0—loge n>xw  —loga” log a 


En el caso a = 1/2 la dimensión es 2, como se puede verificar tomando el límite 
en la expresión anterior, o directamente porque en tal caso la transformación 
sólo reorganiza los puntos pero no cambia el área. Como se verá cuando se 
defina un atractor extraño, en el caso a = 1/2 no se cumplen las condiciones. 
De hecho, un mapa que conserve área no tiene atractores. 


6.5.2. Mapa de Hénon 


Hénon [1976] estaba interesado en estudiar el caos, sin las dificultades numéri- 
cas de ejemplos conocidos en la época, como el atractor de Lorenz. Para esto 
se inventó este ejemplo, que tiene ventajas numéricas y además la capacidad 
de ajustar la tasa de disipación. Las ecuaciones son 


2 
Zn+1 = Yn +1— aL, Yn+1 = bLn, 


donde a y b son parámetros ajustables. 


Equivale a la aplicación de 3 transformaciones, un doblado en la dirección y en 
forma de parábola, una contracción en la dirección horizontal y una reflexión 
sobre la línea y = x. El mapa de Hénon es invertible, disipativo y para algu- 
nos parámetros tiene una región de captura. Pero, algunas trayectorias van a 
infinito. 


Con los parámetros a = 1,4, b= 0,3 se obtiene la Figura 6.34, que ilustra 
acercamientos para hacer evidente la textura fractal del atractor. 


Caos >= > 


(49) == 
ES e 
(41] CA OO == e “E em 
O — > 2 
169) O == > == 


Figura 6.32: Esquema del mapa del panadero, la primera transformación es 
aplanar y estirar; y la segunda es cortar y apilar 
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6.5.3. Sistema de Rossler 


Róssler [1976] desarrolló otro ejemplo de caos, más simple que el atractor de 
Lorenz, son también tres ecuaciones diferenciales acopladas, pero únicamente 
presenta un término no lineal en zz, con dos parámetros a, b y c, 


Lo = =Y=2 


T+aYy 
b+z(x—c). 


Los parámetros considerados originalmente por Róssler [1976] fueron a = b = 
0,2 y c= 5,7, que producen un regimen caótico. Como las dos primeras ecua- 
ciones son lineales es posible hacer un análisis de los puntos fijos que ayuda a la 
comprensión del comportamiento caótico. Si se toma z = 0, la estabilidad del 
sistema de dos ecuaciones que resulta es elemental, el origen es un punto fijo, 
los autovalores son (a + ya? — 4)/2. Por lo tanto para O < a < 2 los autovalo- 
res son complejos, con parte real positiva, es decir las trayectorias son espirales 
divergentes. Ahora considere lo que sucede en la dirección z en este rango de 
valores del parámetro a. En la medida que x permanezca menor que c, el signo 
de z será negativo y las trayectorias permanecen cerca al plano x, y. A medida 
que las órbitas lleven a valores de x mayores que c, la derivada cambia de signo 
y z empieza a crecer. Pero a medida que z crece, el término —z en la ecuación 
para í hace que x deje de crecer. 


Es posible calcular los dos puntos fijos del sistema completo, uno queda muy 
cerca al centro del atractor y el otro relativamente retirado. Para los parámetros 
originales, 2 autovalores son complejos con parte real positiva y el otro es 
negativo. 

Mediante integración numérica se obtienen indicios de que el sistema tiene un 
atractor extraño para a = b = 0,2, c = 5,7. La Figura 6.35 muestra como 
trayectorias cercanas se separan en espiral divergente (proceso de estirado), 
que luego se cruzan en la tercera dimensión (proceso de doblado) y que luego 


y Y y y 
(a) (b) (c) 


(d) 


Figura 6.33: Mapa de Henón 
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Figura 6.34: Atractor de Henón, parámetros a = 1,4, b = 0,3 con diferentes 
acercamientos 


Figura 6.35: Atractor de Rósler en 3D 


se re-inyectan cerca al punto de inicio. Un esquema de lo que ocurre se ilustra 
en la Figura 6.36, en una dirección hay compresión hacia el atractor, en la otra 
hay divergencia a lo largo del atractor. Es a lo largo de la superficie expansiva 
que aparece la dependencia sensible a las condiciones iniciales. Luego el flujo 
se dobla en dos hojas y las pandea casi hasta unirlas. Después de un circuito 
una hoja ha producido dos, repitiendo el proceso estas producen cuatro, luego 
ocho y así. 


6.5.4. Reconstrucción del Atractor 


Roux et al. [1983] desarrolló un técnica de análisis de datos muy interesante y 
que se conoce hoy como la reconstrucción del atractor, apoyado en resultados de 
Packard et al. [1980]; Takens [1981]. La idea es que para un sistema producido 
por un sistema de ecuaciones con un atractor extraño en el espacio de fase 
correspondiente, es posible reconstruir en atractor a partir de la serie de tiempo 
de una sola de las componentes. De alguna manera esa única variable tiene 
suficiente información acerca del resto de variables. El método se basa en los 
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(a) IS Trayectoria 0) 


Divergencia 
A lo largo 
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Hacia el atractor 


(a) (b) (o) 


Figura 6.36: Expansión, compresión y doblado en atractor de Rósler, adaptada 
de Strogatz [1994] 


rezagos. Por ejemplo, se puede definir un vector z de dimensión s a partir de 
la serie de tiempo unidimensional x(t), mediante 


z =Í[x(t), x(t—7),2(t-27),...,2(t— (s— 1)7).] 


Hay al menos tres asuntos que merecen análisis respecto a esta técnica, cuando 
de aplicarla a observaciones en casos en los que no se conoce el sistema de 
ecuaciones. Las dos primeras se refieren a la dimensión s y el tiempo de rezago 
T. La tercera es con respecto a las condiciones de tal reconstrucción. La Figura 
6.37 muestra la reconstrucción del atractor de Lorenz con s = 2 y 7 = 10. 
Como puede verse, aunque hay temas por analizar, hay alguna esperanza. 


La determinación del número de componentes se apoya en la idea de la dimen- 
sión fractal del atractor. Se requieren suficientes rezagos para que el atractor 
se des-enrede en el espacio de fase. Lo que normalmente se hace es incremen- 
tar la dimensión y calcular la dimensión de correlación del atractor resultante. 
Los valores de la dimensión seguirán creciendo hasta que la dimensión de em- 
bebimiento es suficientemente grande. Lo que se interpreta como que ya hay 
suficiente espacio para el atractor y la dimensión se estabiliza. Desafortuna- 
damente, el método no funciona cuando la dimensión es muy grande, normal- 
mente la longitud de la serie es finita y los datos quedan muy dispersos en un 
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Figura 6.37: Reconstrucción del atractor de Lorenz 


espacio de dimensión grande, lo que produce problemas muestrales. 


Un segundo tema se refiere al valor óptimo del rezago 7. La práctica recomen- 
dada es el cálculo de la función de correlación (o una versión no lineal como 
la función de información mutua) en función del rezago y seleccionar el valor 
correspondiente al primer mínimo de tal función. En los problemas del mundo 
real hay además ruido, lo que hace más difícil el tema de estimación. En Cas- 
dagli et al. [1991]; Deyle and Sugihara [2011] hay una discusión completa de 
estos temas. 


Inicialmente se creyó que con estas características se podría distinguir entre sis- 
temas caóticos determinísticos y sistemas aleatorios. O lo que es más ambicioso 
aun, encontrar evidencia de caos determinístico en series de tiempo climáticas, 
en electrocardiogramas, series de precios en las bolsas, manchas solares, etc. 
Es decir, puede haber leyes simples esperando a ser descubiertas (y probable- 
mente métodos de predicción con importantes aplicaciones). Pero hay que ser 
cuidadosos, muchos de los artículos publicados, incluso en revistas importantes 
es dudoso [Kaplan and Glass, 1993]. 

Aunque hay ejemplos importantes, como la observación de caos experimental 


en la reacción Belousov-Zhabotinsky, como se observa en la Figura 6.38. Más 
detalles en Strogatz [2000; p. 437]. 
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Figura 6.38: Reconstrucción de un atractor, caos experimental mediante embe- 
bimiento, reacción Belousov-Zhabotinsky, tomada de Strogatz [2000; p. 438] 


Aplicaciones 


Este capítulo contiene una muestra de aplicaciones en diversas áreas del co- 
nocimiento de las ideas principales del texto. Una muestra porque no es una 
exploración del universo sino limitada. Pero no se hace honor al concepto de 
muestra porque la selección no es aleatoria sino que conlleva el sesgo de la 
experiencia del autor. Igual que con el resto de temas cubiertos en el texto, no 
hay pretensión de originalidad, se reportan trabajos extraídos de la inmensa 
literatura, con el crédito debido. Además, por razones de espacio, el reporte de 
una aplicación específica tampoco es exhaustivo. Se limita a introducir el tema, 
a señalar resultados, a reportar las fuentes. Si se quiere, se trata de un catálo- 
go de invitaciones a explorar por cuenta del lector. El tema de este capítulo 
es suficiente para un texto de mayor extensión. Hay varias fuentes generales 
de aplicaciones que consideran los sistemas dinámicos, entre ellas se destacan 
Dakos et al. [2010], Biggs et al. [2009], Scheffer [2009], Scheffer et al. [2009]. 


7.1. Gran Oxidación de la atmósfera 


Goldblatt et al. [2006]; Ditlevsen and Johnsen [2010]; Giezen and Lenton [2012]; 
Musielak et al. [2009] 
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Stages 
1 2 3 4 5 


Atmosphere 
PO0z2 (atm) 


3.8 3 2 1 Ga 0 


Figura 7.1: Aumento del O» en la atmósfera terrestre. Las líneas rojas y verde 
enmarcan el rango de los estimados, con el tiempo medido en miles de millones 
de años (Ga) antes del presente. En la etapa 1 (3.85-2.45 Ga): practicamente 
no hay Oz en la atmósfera. En la etapa 2 (2.45-1.85 Ga): Se produce Oz, pero 
es absorbido en los océanos y rocas del fondo marino. Etapa 3 (1.85-0.85 Ga): 
Se inicia la degasificación del Oz de los mares, pero es absorbido por las rocas 
continentales. Etapas 4 y 5 (0.85-present): Se llenan los sumideros de O» y el 
gas empieza a acumularse en la atmósfera. Tomada de Holland [2006] 


7.2. Glaciaciones 


Michaelowa [2004]; Arnold [2001]; Benestad [2004]; Berger [1988, 1978]; Blender 
et al. [2006]; Broecker et al. [1991]; Budyko [1969]; Calder [1974]; Clark et al. 
1999]; North et al. [1981, 1983]; Crowley and North [1988]; Dakos et al. [2008]; 
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Figura 7.2: Tomada de Budyko [1977]. 
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Figura 7.3: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.4: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.5: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.6: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.7: Tomada de North et al. [1981]. 


7.2. GLACIACIONES 227 


0.90 1.00 1.10 1.20 1.30 1.40 


0/0, 


Figura 7.8: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.9: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.10: Tomada de North et al. [1981]. 
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Figura 7.11: Tomada de North et al. [1981]. 
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7.3. Circulación Termohalina 


Circulación termo halina Rahmstorf [1996] hace claridad con respecto al papel 
de la salinidad en la llamada banda transportadora del océano Atlántico. Un 
modelo simplificado de cajas de Stommel [1961] indica que la exportación at- 
mosférica de agua dulce de la cuenca Atlántica no juega un papel importante 
o incluso puede frenar la circulación que es por tanto producto del gradiente 
térmico, mientras que otros autores, en particular Broecker et al. [1991], po- 
pulariza la idea de la banda transportadora, consideraban que la alta tasa de 
evaporación en el Atlántico es la causa de la circulación. Además de la impor- 
tancia intrínseca de clarificar la causa de uno de los aspectos más importantes 
del cima terrestre la dinámica de la circulación juega un papel importante en 
su estabilidad. 


Younger Dryas. Esquema del paleo—registro de temperatura para la cuenca 
del Atlántico Norte, desde 13.000 hasta 10.000 años antes del presente (el 
presente para dataciones por radiocarbono es 1950). Las características del 
diagrama aparecen en los registros de isótopos 10 en hielo, en sedimentos 
lacustres, en foraminíferas planctónicas marinas, en polen y en escarabajos. 
De interés particular es el rápido calentamiento que ocurre en 12.700 b.p. y 
10.000 b.p., pues registros detallados en el registro Dye 3 de hielo y en estratos 
sedimentarios en lagos indican que tal calentamiento ocurrió en un período de 
aproximadamente 50 años. 


7.3.1. Descripción 


Basado en Stommel [1961]. La densidad del agua del mar se modifica por dos 
procesos diferentes: Calentamiento y enfriamiento que cambian la temperatura, 
y por precipitación y evaporación que cambian la salinidad. Por ejemplo la capa 
sobre la termoclina en los mares subtropicales flota sobre una capa profunda 
más fría porque la densidad decrece por calentamiento superficial, aunque la 
evaporación incrementa la salinidad y logra que Ap sea aproximadamente la 
mitad del que resultaría solo por calentamiento. 


dl” 
73 = c(To e E) 
ds 
== (SS). 


En forma adimensional sea 7 = ct, 4 =d/c, y =T/To, x= S/S0 
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Great Ocean Conveyor Belt 


Figura 7.12: Flujo 20 Sv. Tomada de Broecker et al. [1991]. 
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Figura 7.13: Arriba: esquema de la circulación termohalina. Abajo: esquema, 
de corte vertical de polo a polo por el Océano Atlántico a la derecha. Adaptada 
de Rahmstorf [2002] 


232 CAPÍTULO 7. APLICACIONES 


30 y / ' , E , / 
EFI / 
gp // p/ / i p// / 
ESTI 
e XL) PIP ///)/ 
E 20p / / ll PI] / : / / / / / A 
E PE! | 
O 


0 10 20 30 40 

Salinidad 
Figura 7.14: Desviación de la densidad del agua de mar con respecto a un valor 
de referencia de 1000kg/m* en función de la temperatura (*C) y la salinidad 
(2/kg) 


Figura 7.15: Surgencias y retornos, Tomada de Broecker et al. [1991]. 
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lagnostics Center 


Figura 7.16: Mapa de la climatología 1961-1990 de la salinidad superficial del 
mar en g/kg para el mes de abril, representativo de los demás meses del año. 
NOAA, CIRES, CDC, http://www.cdc.noaa.gov. 
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Figura 7.17: Mapas de la climatología 1961-1990 de la temperatura superficial del mar 
en *C para abril. Center for Ocean—Atmospheric Prediction Studies de la Universidad 
del Estado de la Florida, http://www.coaps.fsu.edu, datos del Global Sea-Ice and Sea 
Surface Temperature Data 
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Figura 7.18: Tasa de vapor exportado del Atlántico 0,35 +0,12Sv. La exporta- 
ción de NADW corresponde a 20 Sv a una salinidad de 34,98/kg y T =" 3%C, 
luego el retorno tendrá S = 34,3g/kg, T =“ 10%C (Drake S = 33,88/kg, 
Agulhas S = 35,1g8/kg, aguas intermedias Atlántico-Antártico S = 34,9 g/kg. 
Hay un factor de 60. Tomada de Broecker et al. [1991]. 
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Figura 7.19: Registros de isótopos de oxígeno en glaciares de Groenlandia 
(Camp Century izquierda y Dye 3 derecha). Tomada de Broecker et al. [1991]. 
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Figura 7.20: Esquema del paleo—registro de temperatura para la cuenca del 
Atlántico Norte, desde 13.000 hasta 10.000 años antes del presente (el presente 
para dataciones por radiocarbono es 1950). Las características del diagrama 
aparecen en los registros de isótopos '%0 en hielo, en sedimentos lacustres, en 
foraminíferas planctónicas marinas, en polen y en escarabajos. De interés par- 
ticular es el rápido calentamiento que ocurre en 12.700 b.p. y 10.000 b.p., pues 
registros detallados en el registro Dye 3 de hielo y en estratos sedimentarios es 
lagos indican que tal calentamiento ocurrió en un período de aproximadamente 


50 años. Tomada de Broecker et al. [1991]. 
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Figura 7.21: Oscilador durante glaciación. Esquema de inestabilidad 


Pared Porosa 


Figura 7.22: Experimento idealizado de un tanque bien mezclado de agua a 
temperatura 1' y salinidad S separado por una pared permeable de un tanque 
externo infinito con temperatura Tp y Salinidad Sp. Tomado de Stommel [1961] 
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Temperature 


*x 


Figura 7.23: Diagrama adimensional de salinidad-temperatura que muestra 
líneas de densidad constante, (d es anomalía de densidad), para el caso R = 2, 
RÍ < 1, Zo = Yo = 0. Se muestran puntos marcados para 7 =0, 1, 2, 3, 5, oo 
corresponden a sucesivos instantes del tiempo con 4 = 1/6. Tomada de Stom- 
mel [1961] 


dy 
dí 
dx 57 
E. (1-1) > =1+(z0-— le dde 


Es posible escribir una ecuación de Estado simplificada para la densidad 


p= poll — aT +5), 


(1=y) > y=1+(yo- 1)e” 


que en forma adimensional es 


1 P ) 
= 1] =-—y+Rzx, 
alo (2 


donde R = B50/(a To) es una medida de la proporción del efecto de la salinidad 
y la temperatura en la densidad en el estado de equilibrio (1 = y = 1) 


do 

A y = 

== (19) +(1—2)R6 
dT' 

— = 0O=c(T0-T)-qT 
dt c(To )=4 
ds 


a = 0=d(So-S)- 45. 


238 CAPÍTULO 7. APLICACIONES 


Entrada —» —=> Salida 


Figura 7.24: Estado estacionario ideal para el Tanque 2. Aguaa TT =0yS=0 
fluye al tanque a una tasa q, y se extrae la mezcla a igual tasa. Tomado de 
Stommel [1961] 


En forma adimensional, con f' =q/c 


as SON: 
A AS 
(+) E 0> 2=7 77 


Ecuaciones, ($1 =—S2, T, = —Ta 


dl 
E = eTo-T)-|2gT 
ds 
== 5) 419: 
7 = d(Sp—8)-|2d15 


En forma adimensional, con f =2q/c, A= kc/(4p0aTo) 


dy 

a 

ES y —|fly 

dx 

ae d(1—x)-|flo 

as 

kg = pp > Af =-y+RX 


No linealidad 
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1 x 
Figura 7.25: Densidad para diferentes tasas adimensionales de caudal f”. Pun- 
tos de salinidad y temperatura de la mezcla caen en la curva (1 — y)/y = 
(1 — x)6/x. Tomada de [Stommel, 1961] 


Tanque 1 Tanque 2 


Figura 7.26: Dos tanques conectados por un tubo con flujo proporcional a la 
diferencia de densidades (kq = p¡ — p2) y con reboses conectados. (q > 0 si va 
de tanque l al II). Tomada de Stommel [1961] 
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fi(f;R,delta) 


Figura 7.27: Puntos Fijos. Tomada de Stommel [1961] 


dy y 

O, A 

de Y MN y + Rx] 

dx z 

ka = pipa => Af =-—y+RX 


puntos fijos 


pe 1 o 
1+111/8 2 1+17 
Y > atajos 4 e 


+17] 141A/6 


Interpretación Dos estados estables El tanque 1 representa las latitudes bajas, el 
IT las altas y el flujo de volcado es proporcional a la diferencia de densidades. 
Con flujo de vapor en la atmósfera del 1 al II el modelo tiene dos estados 
estables: uno forzado por temperatura, con formación de aguas profundas en las 
altas latitudes y el otro forzado por salinidad y formación de aguas profundas 
en los trópicos. 

Flujo de vapor frena La circulación forzada térmicamente se frena por el flujo 
atmosférico de agua dulce, si este flujo se incrementa la circulación termina 
en una bifurcación de ensilladura. Aunque el modelo es sólo de un hemisferio, 
captura lo esencial. 
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Figura 7.28: Puntos Fijos. Parámetros R = 2,0 = 1/6,A = 1/5. Tomada de 
Stommel [1961] 


Figura 7.29: Diagrama de fase. Parámetros R= 2,0 =1,A = 1/5. Tomada de 
Stommel [1961] 
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Figura 7.30: Un modelo simple de 4 cajas para el flujo inter hemisférico ter- 
mohalino. El agua profunda del Atlántico Norte se forma en la caja 2; fluye 
hacia la caja 1 controlada por la diferencia de densidades entre la caja 2 y la 
1. Las salinidades en las cajas están determinadas por los flujos entre las cajas 
y la entrada de agua dulce por la superficie en las cajas 1, 2 y 3. Únicamente 
dos de estos tres cajas son independientes, pues la suma debe anularse en el 
estado estacionario. Por lo tanto, los flujos de agua dulce están representados 
por los transportes atmosféricos de vapor 1 y F2, cuyo significado se explica 
en el texto. Tomada de Rahmstorf [1996]. 


7.3.2. Papel del agua dulce 


Hay lugar a una discusión sobre si el papel de la exportación de agua dulce 
es un motor o un freno. Rahmstorf [1996]; Titz et al. [2002] Exportación de 
vapor de la cuenca Atlántica diferente de flujo de bajas hacia altas latitudes. 
Una versión de la idea de Broecker et al. [1991] es claramente válida, la CTH 
es más intensa por mayor salinidad. Esto compite con el flujo de agua dulce de 
bajas a altas latitudes. 


¿Motor? Aumento de salinidad a lo largo de la circulación (por exportación de 
vapor) es la causa de la CTH, el flujo de agua profunda es proporcional a la 
exportación de vapor. Esto no implica la bifurcación. El debilitamiento de la 
CTH implica cese de exportación de sal lo que restaura la formación de aguas 
profundas. 


Modelo interhemisférico 4 tanques 
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Ecuaciones Temperatura 


El = Pra AMET) 
E = Ta) +MI3 =D) 
e = y Toa T3) + MT — T3) 
E = 7 Ts Ta) 


Sentido circulación (m > 0): 4=al>1=a3>3=a2>2= 041 > 4. 
(m<0):3=a1>1=a4>4=a2>52=a3 > 3. 


Salinidad 
dSi _ mM So 
E > y Pal S1) + yA 
dSa _ mM So 
E E Ta 
ds: m S 
a == yt M= do 
dSa m 
de 7 y" $%) 
Sa = Sto — S1 — S2 — 93 
Flujo 


m= k(pa — p1) = kl6(S2 — 81) — a(Ta — Ti) 


Puntos fijos m > 0 


m(S3 = S1) = —S0F1 
m(S3 aj Sa) = SoF 
m= k(p-p1) = kl6(S2 — 51) — a(T2 — T1)] 


No linealidad 
m? + ka(Ta — T¡)m+k8S0+F, =0 


Parámetros 
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Tí = 273K 
Tí = 276,8K 
Tí = 288K 
F, = 0,05Sv 
F, = 0,25Sv 


A = 1,268 x 105”? 


7,293 x 10% m*s7! 
= 17x10%k! 

= 0,8x 10 kg g? 
So = 35g(kg)* 


DeP-.= 
Il 


Papel de F| y F3 F representa el flujo de vapor a la cuenca Atlántica (tanques 
2 y 3). F3 flujo de vapor al interior de la cuenca Atlántica, de bajas a altas 
latitudes. El caudal de la CTH depende sólo de F¡. En parte por idealización 
del modelo. F3 sólo determina el gradiente meridional de salinidad (S2— S3). Si 
F) crece el océano tropical será más salado, lo que por conservación la reduce 
en el resto. También controla la respuesta transitoria. 


Clasificación, caso m > 0 Si Ta < T¡ y F¡ < 0, tanto el gradiente de tempera- 
tura como el de salinidad forzan el flujo en la misma dirección ( termohalina). 
Un regimen sólo halino ocurre cuando Ta2 > Ti, y F¡ < 0. El flujo es nulo para 
Fi =0 y se incrementa monotonamente con mayor pérdida de agua dulce. Cir- 
culación térmicamente forzada, cuando 13 < T¡ y F¡ > 0. En este caso el papel 
del vapor es frenar la circulación. El último caso termina en una bifurcación 
de ensilladura. 


Otras referencias adicionales sobre el tema son las siguientes: Sieber and T'hom- 
pson [2012]; Thompson and Sieber [2011]; Lucarini et al. [2010]; Lenton et al. 
2009]; Dijkstra et al. [2008]; Goldblatt et al. [2006]; Dijkstra and Weijer [2005]; 
Kopp et al. [2005]; Donnadieu et al. [2004]; Giannini et al. [2003]; National- 
Research-Council [2003]; Rahmstorf [2003]; Ghil [2002]; Ganopolski and Rahms- 
torf [2002]; Titz et al. [2002]; DeMenocal [2001]; Imkeller and von Storh [2001]; 
Rahmstorf [2000]; Hasselmann [1999]; Ghil [1994]; Hartmann [1994]; Tziper- 
man et al. [1994b]; Manabe and Stouffer [1988]; Ghil and Childress [1987]; 
Hasselmann [1977, 1976]; Harland and Rudwick [1964]. 
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Figura 7.31: Bifurcación. Los tres regímenes de flujo (líneas sólidas), la puntea- 


da es inestable. S es el punto de la bifurcación de silla. Tomada de Rahmstorf 
[1996]. 


251 


201 


Overturning [Sv] 
E 


' 
' 
' 
0 
-0,2 -0.15  -0.1 -0.05 0 


l O. 0.1 0.15 0.2 
Freshwater forcing F, [Sv] 


Figura 7.32: Bifurcación GCM. A trazos curva de histéresis, en rojo rama 
positiva de la solución de equilibrio m(F) del modelo de tanques. Curva sólida 
curva de histéresis del modelo CLIMBER-2. Tomada de Zickfeld et al. [2004]. 
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Figura 7.33: Cambio climático. Serie de tiempo del forzamiento de temperatura, 
flujo de agua dulce, cambio en salinidad y caudal de la CTH. Azul tanque norte, 
verde sur, rojo tropical. Tomada de Zickfeld et al. [2004] 
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7.4. Humedad del suelo 


Foley et al. [2003]; Van Geest et al. [2003]; Jain and Eischeid [2009]; Nicholson 
[2000]; Schlesinger et al. [1990]; Thomas [1997] 


1901 1921 1941 


Figura 7.34: Fluctuaciones de la lluvia en la región del Sahel, Africa Occidental, 
expresadas como porcentaje de la desviación típica respecto a la media de largo 
plazo. La ubicación de la región se ilustra en el mapa de la derecha. Tomada 
de Nicholson et al. [1998]; Nicholson [2000]. 
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Figura 7.35: Función de distribución de estado estacionario para la humedad del 
suelo en climas áridos y semi-áridos en función de la varianza s? del forzamiento 
hidrológico. El forzamiento es un ruido estocástico multiplicativo aplicado a la 
ecuación diferencial que representa la dinámica del balance hídrico de largo 
plazo para una región continental con interacciones suelo-—atmósfera. Tomada 


de Entekhabi et al. [1992]. 
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7.5. ENSO 


El fenómeno de El Niño-Oscilación del Sur, Holmgren and Scheffer [2001]; 
Kleeman [2008]; Dijkstra and Ghil [2005]; Tziperman et al. [1994a]; Jin et al. 
[1994]; Neelin et al. [1998], 


7.6. Turbidez en Lagos Pandos 


El estudio de la dinámica poblacional en lagos ha avanzado bastante, esta sec- 
ción es tomada fundamentalmente de Scheffer and Rinaldi [2000]; Rinaldi and 
Scheffer [2000]; Scheffer et al. [2000]. A pesar de la complejidad y variedad de 
especies se ha encontrado a partir de observaciones que es posible capturar 
la esencia de comportamientos importantes en estos ecosystems con modelos 
simples. En particular un conjunto de modelos que describen el control de la 
abundancia de fitoplanctón por la especie dafnias, un pequeño organismo zoo- 
planctónico que se alimenta del fitoplanctón. Los modelos explican la paradoja 
del enriquecimiento, los cambios de régimen entre aguas claras y aguas turbias, 
la heterogeneidad espacial, la importancia de la estacionalidad, la presencia de 
peces que depredadores de las dafnias y eventualmente la predominancia de 
algas tipo cianobacterias. 


Entre las distintas especies de zooplancton, las dafnias se distinguen por su 
capacidad de reducir la turbiedad de los lagos eutroficados. Por su tamaño tie- 
nen capacidad de alimentarse de diversas especies de fitoplancton, con la única 
excepción de las que tienen habilidad de formar grandes colonias. Es además 
muy buen competidor entre las diferentes especies zooplanctónicas, lo que la 
hace una de las especies más atractivas desde el punto de vista de la limnología 
y el control de calidad del agua en lagos. Las dafnias son sensibles a sedimentos 
de origen arcillosos, no responden bien cuando las algas que consumen tienen 
como limitante el fósforo. Tampoco se encuentran an aguas negras u Oscuras. 
Son muy apetecidas por los peces planctivoros. El modelo más elemental tiene 
dos variables, una para cuantificar la abundancia de fitoplanctón, a y la otra 
la de zooplanctón, z. La parte inicial sigue la forma de la Ecuación logística 
2.1, con la interpretación de los parámetros r y K semejante a la discutida 
antes. La justificación es que el fitoplanctón obtiene su energía de la luz solar, 
es decir tiene un suministro garantizado lo cual explica una tasa máxima de 
crecimiento representada por r, la tasa de crecimiento no es constante sino que 
decrece con la población, con una capacidad de soporte K, que de superar- 
se hace que la tasa de crecimiento sea negativa. Pero hay predadores, lo que 
se refleja en la segunda parte de la primera ecuación que tiene la forma de 
una ecuación de Monod [1949]. Este tipo de ecuaciones se usa para modelar 
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el crecimiento de micro-organismos que dependen de un nutriente limitante, 
y por lo tanto tienen un crecimiento que se agota o satura en función de la 
cantidad de nutrientes, por ejemplo el crecimiento del zooplanctón depende de 
la población de fitoplanctón. El factor de proporcionalidad, y, representa la 
máxima tasa de consumo de las dafnias y el parámetro h, corresponde a la 
tasa media de saturación. En la primera ecuación el término de Monod [1949] 
tiene signo negativo, porque el crecimiento de las dafnias se da a costa de la 
disminución de la población de las algas fitoplanctónicas. La segunda ecuación 
para expresar la dinámica de las dafnias incluye el término de Monod [1949] 
con signo positivo y un factor de eficiencia ef, pero además incluye una tasa 
fija de mortalidad ma. 


Con las anteriores explicaciones las ecuaciones del modelo más simple son 


da a a 

A A 
dt ra (1 E) 2 ral) 
dz _ A e 

a FA 


Es interesante recordar cuando se trató con una sola variable la epidemia de 
gusanos del abeto y comparar las ecuaciones 2.4 con la la primera de 7.1. 


Blindow et al. [2002]; Dakos et al. [2009]; Dumont [1994]; Forbes [1887, 1925); 
Giles [1987, 1992]; Gopal [1987]; Hargeby et al. [1994]; Hosper and Meijer 
[1993]; Jackson [1993]; Janse [1997]; Janse et al. [1998]; Jeppesen et al. [1997]; 
Mebhra et al. [1999]; Jeppesen et al. [1997]; Perrow et al. [1994]; Hargeby et al. 
[1994]; Gopal [1987] 


7.7. Radiación de Angiospermas 


Berendse and Scheffer [2009] 
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Soil nitrogen concentration 


Gymnosperm dominance 1 


External nitrogen input 


Figura 7.36: Un modelo esquemático simple para ilustrar como la competencia 
entre las angiospermas y las gimnospermas pudo haber ocurrido. El modelo 
se basa en dos hipótesis: (1) dado un cierto nivel de entrada de nitrógeno, la 
concentración de N inorgánico será menor en un sistema dominado por las 
gimnospermas que en un sistema dominado por las angiospermas and (2) las 
angiospermas necesitan un nivel crítico de suministro de N para crecer que 
es mayor que el correspondiente de las gimnospermas. La imagen que emerge 
muestra que para un rango intermedio de niveles de N, existen dos estados de 
equilibrio, uno dominado por las angiospermas y otro por las gimnospermas. 
Para niveles más bajos de los nutrientes, únicamente las gimnospermas domi- 
nan, mientras que a altos niveles únicamente las angiospermas. Si se asume 
que los niveles globales de nitrógeno en la Tierra están en el rango con posi- 
bilidad de estados alternativos de equilibrio (entre los puntos de bifurcación 
Fay y F.), las primeras angiospermas no hubieran sido capaces de invadir a un 
mundo dominado por las gimnospermas excepto en sitios perturbados, donde 
la concentración de N en el suelo alcanzara niveles altos, por encima del valor 
crítico. Las flechas indican la dirección del cambio cuando el sistema no está en 
uno de los dos estados de equilibrio alternativos, indicando que únicamente las 
líneas sólidas representan estados de equilibrio estable [Berendse and Scheffer, 
2009; Scheffer et al., 2001]. 
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7.8. Evolución 


Caldeira and Kasting [1992]; Carpenter and Brock [2006]; Catling and Clai- 
re [2005]; Drake and Griffen [2010]; Gingerich [2006]; Huston and Wolverton 
[2009]; May and McLean [2007]; May [1977], 


7.9. Sociedad 


7.10. Turbulencia 


Ejemplo de bifurcación de Hopf en el flujo al rededor de una esfera, ver Mars- 
den and McCracken [1976; p. 14]. También la bifurcación en el flujo Cuette 
Marsden and McCracken [1976; p. 16] y el flujo Poiseuille en tuberías Mars- 
den and McCracken [1976; p. 18]. Allí en particular se aplica el teorema de la 
variedad central para reducir las ecuaciones de Navier-Stokes a un problema 
de dimensión finita, y el teorema de Hopf para reducirlo a un problema en 
dos dimensiones sin perder información acerca de la estabilidad. Falkovich and 
Sreenivasan [2006]; Kolmogorov [1962, 1941], 


7.11. Relaciones Agua—Planta 


Basado en Solé [2011; p. 136] que a su vez se apoya en [Klausmeier, 1999; 
Shnerb et al., 2003; Rietkerk et al., 2002; Manor and Shnerb, 2008; Dakos et al., 
2011]. Una primera aproximación es considerar la interacción entre la cobertura 
vegetal y la disponibilidad de agua sin considerar los patrones espaciales. En la 
parte (d) de la Figura 7.37 se ilustra un esquema de esta interacción. Sea w la 
cantidad de agua en el suelo y n la cobertura vegetal. La lluvia a: se considera 
como una entrada externa, constante, de agua al suelo. Por escorrentía hay una 
salida proporcional a w, con constante de proporcionalidad e. Adicionalmente 
se debe considerar el consumo de agua (evapotranspiración) por la vegetación. 
Este consumo se va a modelar de dos maneras diferentes, una proporcional a la 
cobertura y otra cuadrática para incorporar interacciones entre las plantas, en 
particular efectos de facilitación. De forma genérica este consumo se representa 
por la función T'(n). En el caso lineal T(n) = n y en el caso cuadrático T(n) = 
n?. Las plantas crecen haciendo fotosíntesis, para lo cual consumen agua en la 
transpiración, lo que se representa mediante un factor de eficiencia p. La tasa 
de mortalidad de las plantas, m, es independiente de la cobertura. Bajo estas 
hipótesis se puede escribir un modelo dinámico en dos variables 
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Figura 7.37: Patrones espaciales de cobertura vegetal bajo diferentes climas y 
ecosistemas: árido (a), semiárido (b) y mediterráneo (c). En (c) se representa 
un esquema de la interacción entre agua y cobertura vegetal. Tomado de Solé 
[2011; p.137] 


El =ñ = —mn+ pul(n). (142) 
du. 
A wI'(n) (7.3) 


Es posible hacer una reducción de este problema de dos variables a una sola 
variable igualando a cero el lado derecho de la Ecuación (7.3) para obtener 
una ecuación para w que se substituye en la Ecuación (7.2). Esto equivale a 
suponer que el sistema agua tiene una escala de tiempo más rápida que el 
sistema planta. Al hacer tal substitución se obtiene 


dn — apl(n) 


dt  e+T(n) q 


7.11.1. Caso Lineal Bidimensional 


De la ecuación (7.3) se obtiene w = a/(e+mn) para w = 0. A su vez, igualando 
a cero el lado derecho de la ecuación (7.2) se llega a, bien sea n = 0 y por 
tanto w = Q/e; o también —m + pw = 0, es decir w = m/p y por tanto 
m/p = a/(e + n). De donde n = ap/m — e, para lo cual es necesario que 
m/p < a/e. Esta condición se puede expresar como u = ap/m > e. 


En resumen si y > e hay dos puntos fijos, uno correspondiente a una situa- 
ción de desierto, A = (0,a/e). El otro corresponde a una situación verde, 
B = (ap/m—e,m/p). En La Figura 7.38 se ilustra el diagrama de fase corres- 
pondiente. Si y < e sólo hay un punto fijo, A, que corresponde a una situación 
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Figura 7.38: Espacio de fase para el sistema representado por las Ecuaciones 
(7.2) y (7.3) para el caso en el cual la función T' es lineal. Los puntos fijos A y 
B representan una condición de desierto y verde respectivamente 


de desierto, lo que ocurre cuando la línea horizontal está por encima y no corta 
la curva. 


La estabilidad lineal de los puntos fijos se puede estudiar mediante los valores 
propios de la matriz Jacobiana 


Mas ura pr ) (7.5) 


—w en 
evaluada en los puntos fijos. Es decir las matrices 
_[( —m+apje 0 0 ap? /m-— pe 
A a 


Los valores propios correspondientes son A = —e€ y A2 = —m+ ap/e para el 
punto A. Luego A es un punto de silla si 4 > e y una nodo estable en el otro ca- 
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so. Para el punto B los valores propios son A1 2 = —p+ y p? — 4m(u — e) )/2, 
lo que indica que es un nodo estable para el rango de parámetros que garantizan 
su existencia. 


7.11.2. Caso Cuadrático Bidimensional 


De la ecuación (7.3) se obtiene w = a/(e + n?) cuando y = 0. De manera 
semejante igualando a cero el lado derecho de la ecuación (7.2) se obtiene, 
bien sea n = 0 y por tanto w = a/e; o también —m + pun = 0, es decir 
w = m/(pn) y por tanto m/(pn) = a/(e + n?). En esta segunda alternativa 
n= (u>+ y un? — 4e)/2, para lo cual es necesario que y = ap/m > 2ye. 


En resumen si y > 2y€ hay tres puntos fijos, uno correspondiente a una 
situación de desierto, A = (0,a/e), un segundo que es un punto de silla 
B= ([u— y p? — 4e)/2,m4p+ y p? — 4e/(2pe)) y el tercero correspondiente a 
una situación verde que es una espiral estable, C = ((p+ y 1? — 4e)/2, m4 —= 
v p2 — 4e)/(2pe)). En La Figura 7.39 se ilustra el diagrama de fase correspon- 
diente. Si y < 2y€ sólo hay un punto fijo, A, que corresponde a una situación 
de desierto estable, lo que ocurre cuando las dos curvas no se cortan. En el 
caso y = 2y€ las dos curvas son tangentes, hay dos puntos fijos, el punto A 
se mantiene y los dos puntos fijos B y C se juntan en uno con coordenadas 
B = (u/2,mu/(Qpe)). En la Figura 7.40 se ilustra este caso. 


Para estudiar la estabilidad lineal de los puntos fijos se estudian los valores 
propios de la matriz Jacobiana 


2nwp — m n? 
Xn,0)= ( o ¿) (7.7) 


que se evalúa en cada uno de los puntos fijos y se comprueba que A es un 
sumidero estable, B es un punto de silla y C' es una espiral estable. En el caso 
tangente el punto B es degenerado. Como se ve, en relación con el caso lineal 
no sólo aparecen nuevos puntos fijos, sino que su estabilidad cambia. 
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Figura 7.39: Espacio de fase para el sistema representado por las Ecuaciones 
(7.2) y (7.3) para el caso en el cual la función T' es cuadrática. Los puntos 
fijos A y B representan una condición de desierto y verde respectivamente. Las 
líneas azul y verde corresponden a las divisorias estable e inestables asociadas 
al punto de silla B 
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Figura 7.40: Espacio de fase para el sistema representado por las Ecuaciones 
(7.2) y (7.3) para el caso en el cual la función T' es cuadrática. Los puntos 
fijos A y B representan una condición de desierto y verde respectivamente. Los 
parámetros están en condición crítica, es decir ambas curvas son tangentes. 
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7.12. Mundo de las margaritas 


El sistema climático del planeta es altamente complejo, multidimensional y no 
lineal. Las retroalimentaciones positivas y negativas son componentes claves de 
este sistema [National-Research-Council, 2003]. En esta sección se presenta un 
modelo muy simple que busca hacer evidente el papel de las retroalimentaciones 
de la biosfera y el clima. El modelo original desarrollado por Watson and 
Lovelock [1983] tenía como propósito dar argumentos a favor de la hipótesis 
de Gaia. El mundo de las margaritas es una parábola para matemáticamente 
mostrar como el equilibrio energético acoplado con cambios de albedo debidos 
a la vegetación pueden producir un clima autorregulado. Esta idea de que 
una retroalimentación de origen a un equilibrio y por tanto a una propiedad 
emergente del sistema ha atraido mucho interés y ha sido sometida a intensos 
debates en los últimos 25 años. El trabajo de Wood et al. [2008] es una revisión 
completa de la literatura sobre este modelo. 

Brevemente, el modelo del mundo de las margaritas es un sistema dinámico 
representado por un conjunto de ecuaciones diferenciales nolineales acopladas. 
La formulación que se presenta sigue a Nevison et al. [1999] y a Mesa et al. 
[2013]. 


ME (7.8) 
dt Cp Cp 

da 

E = laB—1) (7.9) 
AA 

— = Qw n=). .1 
e = aul2Bu—0) (7.10) 


Las variables dependientes son la temperatura de equilibrio del planeta T. [K], y 
las fracciones de área del planeta cubiertas por margaritas negras y blancas, aj 
and a,,, respectivamente. La variable independiente es el tiempo t [a]. Algunas 
variables auxiliares que se usan para facilitar la escritura son el albedo del 
planeta, A = (1 — aj — A) As + 09 Aj + AwÁAw; As = L, Aw = 3, y Ap = 3; la 
fracción de tierra fértil no cubierta por las margaritas,  = 1—aj—.; y la tasa 
de crecimiento de cada especie (y = b or y = w) de margaritas, By = máx(0, 1— 
(Top — Ty) /17,5)?$, que depende de la temperatura local de cada especie T, = 
g(A — Ay) + Te, el calor específico cy = 3 x 10% Jm"2K"!, q = 20K. Otros 
parámetros son la constante de Stefan-Boltzmann s = 1,789 Jyr!1m"*k”+* 
y la constante solar actual que llega al planeta So = 2,89 x 10% Jm"?yr"!, 
03: 

Wood et al. [2008] y las referencias allí reportadas revisan la dinámica del mo- 
delo en extenso. A continuación se presenta un breve resumen de lo más perti- 
nente para el caso no forzado (L es una constante, digámos Ly). Dependiendo 
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Figura 7.41: Diagrama de bifurcación para los puntos fijos de la variable T. en 
función del parámetro Ly. La línea verde continua corresponde a los puntos 
fijos sin vida (Ep). La línea roja punteada a la situación con sólo margaritas 
negras (E). La línea azul punteada a la situación con sólo margaritas blancas 
(E.,). La línea roja continua corresponde a ambas margaritas presentes (Ej) 
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Figura 7.42: Diagrama de bifurcación para los puntos fijos de la variable a; 
en función del parámetro L. La línea roja punteada a la situación con sólo 
margaritas negras (Ep). La línea roja continua corresponde a ambas margaritas 
presentes (Et) 
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Figura 7.43: Diagrama de bifurcación para los puntos fijos de la variable a,, en 
función del parámetro L. La línea azul punteada a la situación con sólo mar- 
garitas blancas (Ey). La línea roja continua corresponde a ambas margaritas 
presentes (Et) 


del valor de la luminosidad solar representado por el parámetro Ly, hay diferen- 
tes puntos fijos. Una posibilidad es el punto que vamos a denominar Eq, cuando 
tp = A = 0, corresponde a un planeta sin vida. La temperatura de equilibrio 
se obtiene de igualar a cero la Ecuación (7.8). Hay otras dos posibilidades, 
que denominaremos £,, and Ej, cuando una sóla de las especies está presente. 
Todavía es posible otra alternativa, denominada Ej, cuando ambas especies 
están presentes. Las Figuras 7.41, 7.42 y 7.43 ilustran los puntos fijos para cada 
una de las tres variables dependientes en función del parámetro Ly. Puede ver- 
se que la temperatura de equilibrio es respectivamente mayor (menor) que la 
correspondiente a la situación sin vida cuando las margaritas negras (blancas) 
dominan. Cuando las dos especies están presentes, la temperatura de equilibrio 
decrece cuando aumenta la luminosidad solar. 


Es importante resaltar que el modelo contiene una idealización del transporte 
de calor que conduce a una regulación perfecta de la temperatura del planeta, 
como lo señalaó Weber [2001]. Aunque una característica deseada de un mo- 
delo es esta “homeostasis,” es decir la capacidad de adaptarse a condiciones 
ambientales variables, manteniendo la temperatura en el rango ideal. En este 
caso, la homeostasis es artificialmente impuesta y depende de un parámetro 
externo asociado al transporte de calor. Como este punto es importante vamos 
a profundizar un poco en el modelo. 


La Figura 7.44 muestra la dependencia de la tasa de crecimiento en la tem- 
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Figura 7.44: Modelo parabólico de la tasa de crecimiento de las margaritas 
(8, = máxf0, 1—((Top — Ty)/17,5)?y) en función de la temperatura local (T,,). 


peratura local. La idea es que existe una temperatura óptima a la cual las 
margaritas crecen más y que simétricamente la tasa de crecimiento disminu- 
ye a medida que la temperatura se desvía de esta condición óptima. Incluso 
alcanza el valor de cero para temperaturas o muy bajas o muy altas. Esta re- 
presentación del modelo es muy lógica y coherente con lo que se observa. La 
no linealidad de esta componente es fundamental. 


La Figura 7.45 ilustra la relación entre el albedo del planeta y la temperatura 
de equilibrio. Corresponde a la ecuación de balance energético radiativo, la 
radiación solar incidente absorvida se equilibra con la radiación emitida, que 
según la ley Stephan-Boltzman es función de la temperatura a la cuarta po- 
tencia. La no linealidad es relativamente débil y es posible hacer una buena 
aproximación lineal sin que cambie mucho la dinámica del modelo. 


Para entender la homeostasis se ilustra en la Figura 7.46 la variación de las 
temperaturas locales en función de la temperatura del planeta, con el albedo 
calculado de la ecuación de balance energético. Como se observa, la tempera- 
tura local de las margaritas negras es mayor que la del planeta para el rango 
presentado, siendo mayor la diferencia para las temperaturas frías. De manera 
semejante la temperatura local de las margaritas blancas es menor que la del 
planeta, siendo mayor la diferencia para las temperaturas altas. Aunque esto es 
evidente de las ecuaciones y corresponde a la intuición en el sentido de que es 
más fresco un ambinte blanco que uno negro, veremos que la forma matemáti- 
ca de representar estas ideas es problemática y es la causa de lo artificial que 
resulta la representación de la homeostasis en este modelo. 


262 CAPÍTULO 7. APLICACIONES 


Figura 7.45: relación entre el albedo, A y la temperatura de equilibrio del 
planeta, T. calculada de la ecuación SoL(1— A) —sT%=0, con L=1. 


Figura 7.46: Temperaturas locales, T,, = q(A— Ay) +T+, con L=1 y con A en 
función de 7. calculada de igualar a cero la Ecuación 7.8. 
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Figura 7.47: Tasas de Crecimiento PB, en función de T,, con L = 1 y A calculada 
de igualar a cero la Ecuación 7.8. 


Para completar este análisis gráfico de la hoeostasis la Figura 7.47 muestra 
las tasas de crecimiento para cada una de las margaritas en función de la 
temperatura del planeta. Como se ve, la temperatura óptima de crecimiento 
de las margaritas blancas es mayor que la de las negras. Esto corresponde a lo 
esperado intuitivamente y es la razón para que este planeta tenga capacidad 
de autorregular la temperatura. 


Para profundizar en la causa de lo artificial de la homeoestasis necesitamos 
algo de algebra. Las ecuaciones de punto fijo cuando aj 4 0 y 41 4 0 son 


2 By — y = 2Bw — y1=0, 


que puesto que yy es constante y x % 0 implican la igualdad de las tasas de 
crecimiento en el equilibrio, 85 = Pf... Usando la definición de P se llega a que 
en tal equilibrio 

TT» =“Top> 


Ahora, si se usa la definición de las temperaturas locales se tiene que 7), — Tuw = 
a(Aw — Ap), y por lo tanto 


Tb w = Top at I(Aw == Ap)/2. 


Es decir ambas temperaturas locales son independientes de la luminosidad 
solar L, sólo dependen de los parámetros externos. Por esto se habla de una 
homeostasis artificial. Aunque perfecta es irreal, no depende del ambiente. 
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Con algo más de algebra elemental y la aproximación lineal a la ecuación de 
balance energético (1— 4)S0L =sTi = E+AT., se llega a una expresión lineal 
para la anomalía de temperatura respecto a una temperatura de referencia 
(T, = Top), que corresponde a la luminosidad de referencia (L, = 1) y al 
albedo de referencia (4, = 3), 


—So 


To — Tr = 
SoL/q=A 


(1 Ay) (L 7 ela 


Esta ecuación muestra como la anomalía de temperatura responde al cambio 
en la luminosidad, la amplitud de la anomalía es inversamente proporcional a 
la redistribución de calor SyL/q y a la emisión de onda larga A. 


En resumen, el concepto de homeostasis se refiere a que los sistemas bióticos 
tienen la capacidad de adaptarse a los cambios ambientales, en el ejemplo del 
mundo de las margaritas esto se está representado por el hecho de que las tem- 
peraturas locales son independientes de la radiación solar. En este modelo en 
particular los mecanismos claves son la relación asumida entre la temperatura 
local y temperatura del planeta y el intercambio de calor entre las superficies 
con albedo diferente, que es muy eficiente porque q es pequeño. La homeostasis 
aunque está relacionada con la estabilidad del sistema de ecuaciones es dife- 
rente porque corresponde más que a perturbaciones en las condiciones iniciales 
a una estabilidad con respecto a los parámetros. En este sentido corresponde 
a la llamada estabilidad estructural, que se refiere a los cambios en el modelo. 


Las soluciones que corresponden al estado de equilibrio Es. son periódicas, los 
autovalores correspondientes son complejos. La Figura 7.48 muestra las series 
de tiempo obtenidas de una integración numérica en el caso periódico. Hay 
una bifurcación de Hopf para el valor Lo = Los + 0,739 en el espacio de los 
parámetros. En tal punto, el autovalor es puramente imaginario. A medida que 
Lg crece de valores menores que Loy, el sistema hace una transición continua de 
un punto fijo estable a una órbita periódica estable. Para valores más grandes de 
Lo => 1,36 hay una bifurcación semejante. Como las soluciones a un sistema de 
ecuaciones diferenciales son de la forma > c, exp(p1t), es decir una combinación 
lineal de exponenciales de los autovalores de los operadores multiplicados por 
el tiempo. El inverso de la parte real del autovalor es un tiempo de relajación, 
que por tanto se hace muy grande en la vecindad del punto de bifurcación. 
Esto corresponde a lo que se ha denominado un frenado crítico. 


We consider a time dependent dimensionless measure of the solar luminosity 
relative to present day L = Ly1(t) that includes both the annual cycle and the 
long time changes in orbital parameters. The deterministic quasi periodic part 
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Figura 7.48: Series de tiempo para las tres variables del problema, T+, aj y QGy 
obtenidas de la integración numérica del sistema de Ecuaciones 7.8, 7.9 y 7.10. 


I(t) is computed using standard equations [Hartmann, 1994], 


ES 
ME e (55) [ho(t) sin psin ó(t) + cos pcos ó(t) sin ho(t)), (ELL) 


To Ar(t 


where r and d are respectively the distance and the mean distance between 
the Earth and the Sun, hg is the hour angle at sunset, d is the latitude, d is 
the solar declination which depends on the latitude, the obliquity Y and the 
true anomaly 0 (the position of the Earth in the orbit expressed by means of 
the angle from the perihelion, sinó(t) = sin(0(t) + A(t)) sin P(t), where A is 
the longitude of the perihelion). Both the distance r and the true anomaly 0 
are functions of time and orbit eccentricity e(t). In our simulations we use a 
constant c¿ = 1,58 equal to the ratio of the average annual planet insolation and 
that at the latitude used ($ = 65 deg). The orbital parameters e, 9 and A are 
not constant at millennium time scales due to small order effects coming from 
other planets, the moon and the non-spherical shape of the Earth. In order to 
compute the solar forcing in equation (7.11), we use series of 9, A and e that are 
available from Laskar et al. [2004]. Without the solar forcing, the dynamics is 
quite dull. Numerical experiments were run using a Runge-Kutta integration 
scheme, with At = 0,25 yr, and going 125000 years into the future. Figure 
presents the spectrum of the solar forcing showing the peaks associated with 
the annual cycle and its harmonics, smaller peaks at Milankovitch frequencies 
and an exponent P = 2 coming from the quasi-periodicity. 
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7.12.1. Adaptación Darwiniana 


Roberston and Robinson [1998] Si la selección natura opera sobreviven los que 
mejor se adapten al medio. La temperatura óptima para una especie debe evo- 
lucionar hacia la temperatura de su ambiente local. Ejemplos con el Rubisco. 
Para representar la adaptación Roberston and Robinson [1998] propusieron 


Topy(t) = Topy(t — At) + alTy(t — At) — Top,y(t — At)] 


La tasa de crecimiento depende de la adaptación Una escala de tiempo as- 
tronómica, otra evolutiva y otra climática 


Pero Roberston and Robinson [1998] dicen que esto destruye la homeostasia. 
Lenton and Lovelock [2000] consideran que esto es por la falta de restricciones 
y proponen modificar la tasa de crecimiento con un factor multiplicativo M,, 


By =My xmáxtO, T= (Troy TT, 
que viene dado por 
My =1-— [Top — E 


De allí concluyen que esta corrección restaura la homeostasis, pero Weber and 
Robinson [2004] plantean que la corrección no está bien justificada pues castiga 
la adaptación. Sin embargo, Sugimoto [2002] demuestra que ambos modelos 
darwinianos mantienen la homeostasis. 


7.12.2. Transporte de calor 


Nordstrom et al. [2004] constructed a new version of the Daisyworld model 
based on local heat balances. They used a simple heat transport paramete- 
rization [Budyko, 1969]. Their Dynamic Area Fraction Model (DAFM) for- 
mulation removed the assumption of perfect local homeostasis through the 
albedo-dependent local heat transfer equation. From DAFM, they interpreted 
the Daisyworld heat transport parameter physically, thus removing the artifi- 
ciality in its parameter set. DAFM representation results in global temperature 
regulation, despite the removal of the assumption of perfect local homeostasis. 
These results are surprising, and lend weight to the Daisyworld parable. But 
DAFM is a more complex mathematical model than the Daisyworld. Therefo- 
re, for the present purposes, we stay with the original Daisyworld model in a 
slightly modified form [Nevison et al., 1999]. 
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7.12.3. Ciclo Hidrológico 


The water cycle is among the most significant components of the climate sys- 
tem, and involves, for example, cloud-radiation, ice-albedo, and land-use feed- 
backs (NRC, 2003). We consider cloud-radiation feedback within the Daisy- 
world framework using the model of Salazar and Poveda [2009]. It is called 
DAisyworld With Hydrological Cycle and Clouds (DAWHYC). Just like the 
modified original Daisyworld model analyzed above in Section, the model of 
Salazar and Poveda [2009] is a zero dimensional model. The Salazar and Po- 
veda [2009] approach takes the principal concepts of the role of the hydrologic 
cycle from Nordstrom et al. [2005] without the added dynamical complications 
that their DAFM model contains. [Nordstrom et al., 2005] generalized their 
DAFM [Nordstrom et al., 2004] to include the hydrologic cycle and clouds. 


The main idea of DAWHYC is to take into account the cloud cover area fraction 
Q., with different albedo A. as a new variable. The radiative energy conserva- 
tion equation (7.8) is therefore modified to 


A (7.12) 


Clouds emit at a temperature 7, that is computed from the surface temperature 
Te according to T. = T. — U'z¿, a linear equation with lapse rate I' and cloud 
base height z.. Both I' and z. are fixed parameters within a simulation. 

The new variable a, comes with a new equation that represents the water 
balance in the atmosphere 


dae 

dt 
with E, a fraction representing evaporation and P, precipitation. Both are 
defined by means of plausible empirical relations, Ey depends strongly on tem- 
perature 


= (1 — a¿JE, — AcPp, 7.13 
p p 


1 ay 1/n 

Po = 52 (2) | (7.14) 
10D YE 

Ep(T) = 192 (725) E (7.15) 


wheré 1 ="0,1, m.=.0,35,T = "E =278, 10) = 1AT/5)* and 7) = 
0,49 + 0,0181 (T) — 7,7 x 108 1%(T) + 6,7 x 107 18(T). 

In Salazar and Poveda [2009], there is a more complete description of the model 
and a thorough discussion of its physical basis and an analysis of results for 
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the whole range of parameters. In many aspects, the dynamics of DAWHYC 
is similar to those of the NGK Daisyworld model. For instance, Weber [2001; 
Figure 1] shows that the fixed points of the system under varying solar forcing 
are similar to those in Salazar and Poveda [2009; Figure 7]. For our purpose, 
this is important as changes in the solar forcing parameter Ly produce Hopf 
bifurcations that are exactly what we are exploring. In fact, Figures represent 
for the DAWHYC model the same behavior in the DFA diagrams and spectra 
that was represented in Figures for the NGK Daisyworld model. 


Varios autores [Nordstrom et al., 2005; Salazar and Poveda, 2009] han propues- 
to que como el ciclo hidrológico es una componente fundamental del sistema 
climático que incluye retroalimentaciones tan importantes como la relación en- 
tre las nubes y la radiación, hielo-albedo y uso del suelo-evapotranspiración— 
precipitación [National-Research-Council, 2003], es pertinente considerar su 
papel en este tipo de modelos conceptuales. Nordstrom et al. [2005] incluye- 
ron en su modelo de áreas dinámico los elementos fundamentales del cliclo 
hidrológico. El modelo de Salazar and Poveda [2009] contiene las ideas princi- 
pales de Nordstrom et al. [2005] pero sin aumentar la dimensión espacial. 


Salazar and Poveda [2009] lo denominan DAisyworld With Hydrological Cycle 
and Clouds (DAWHYC) La ecuación de balance energético se modifica a 


TE 


(6 


ALS 
= 1 CAJA 
dt Cp ( ack) ) ES Cp 


las nubes emiten a temperatura T;. que está relacionada con la temperatura de 
la superficie T. de acuerdo a 7. = T. — P'z¿, una ecuación lineal con gradiente 
T' y altura de la base de la nube z., ambos parámetros fijos. La dinámica de la 
nueva variable a., la fracción de área cubierta de nubes, viene del balance de 


agua en la atmósfera, 
da. 


dt 
con HE, una fracción que representa la evaporación, y Py la precipitation 


= (1 — a.) Ep — A4cPp, 


Tanto E, como P,, se representan con ecuaciones empíricas en función del área 
cubierta de nubes y de la temperatura respectivamente 


1 ay 1/n 

Pola) = $ (7) 
10 Py 0 
ET) = 192 (725) l 


con n= 0,1, m = 0,35, T = Te — 273, KT) = 1UT/5)4 y k(T) = 0,49 + 
0,0181(T) — 7,7 x 10 512(T) + 6,7 x 10" 1%(7). 
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Otras referencias adicionales sobre el tema son las siguientes: Boyle et al. [2011]; 
Nordstrom et al. [2005]; Sugimoto [2002]; Ackland et al. [2003]; Lenton and 
Lovelock [2000]; Roberston and Robinson [1998]; Saunders [1994]; DeGregorio 


et al. [1992a, b] 
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Teoría Ergódica 


8.1. Motivación 


En la Sección 6.4.7 se mostró como es posible interpretar el mapa de la parábola 
logística como una transformación entre variables aleatorias. Es decir, se pro- 
puso reinterpretar la aplicación iterativa del mapa 


Un+y1 = ÁrZn (1 — iy) =h (Ln) == pm) (20), 


con r € [0,1] y n=0,1,---, como un proceso estocástico. Trivial, porque la ley 
de evolución es determinística, pero la aleatoriedad puede venir de la condición 
inicial. Tradicionalmente xy es un número en [0, 1], y por lo tanto igualmente 
son números x, para n = 1,2,---. La propuesta es interpretar rg como una 
variable aleatoria, con su correspondiente distribución de probabilidades; lo 
que a su vez implica que el resto de las 1, para n = 1,2,--- también serán 
aleatorias. A partir del mapa h se quiere estudiar la evolución de las densidades 
de probabilidad correspondientes. 

Otra manera, que resulta equivalente, es considerar un punto inicial arbitrario 
xp, calcular iterativamente 2, = h(1,-1), para n= 1,2,...,m, olvidarse de la 
primera parte de la órbita, desde n = 1 hasta n = j, para eliminar el efecto de 
la condición inicial arbitraria y estudiar la distribución de los últimos k =m-—j 
valores 2541, Tj42,»--, Um, COMO si fueran una muestra de una población, que 
proviene de una distribución. En los casos de interés, los llamados sistemas 
ergódicos, la densidad de tal población converge, cuando k > oo a la misma 
densidad que es el límite de la ley de evolución de densidades del párrafo 
anterior. Es decir dos límites definidos de manera diferente, uno espacial (en 
el espacio de fase) y otro temporal, son iguales. Además, en ambos casos se 
pierde el efecto de la condición inicial. 
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Una justificación práctica a esta nueva interpretación es la dependencia sen- 
sible a las condiciones iniciales, no en la evolución de las densidades o en la 
ergodicidad, sino en la dinámica. En la práctica no existe ni medición, ni es- 
timación exenta de error. Como los errores crecen, debido al carácter caótico 
de este caso, interesa investigar su evolución. El carácter caótico del sistema 
dinámico es crucial para este ejercicio. 


Además, no sólo las condiciones iniciales tienen errores. Los modelos también 
tienen errores, o dicho de otra manera, los modelos son una representación 
parcial, aproximada de la realidad. ¿Qué tan importantes son los aspectos 
que no fueron tenidos en cuenta? Esta segunda forma de estabilidad, llamada 
estabilidad estructural requiere de otras herramientas para su análisis, y será re- 
tomada más adelante. Todo esto tiene implicaciones para las predicciones y 
para el arte mismo de evaluar los modelos. 


Otra manera de ver este nuevo enfoque es recordar que los sistemas dinámicos 
que se han considerado hasta ahora obedecen a una ley de evolución deter- 
minista, que permite calcular los estados futuros de un sistema de manera 
inequívoca a partir del estado actual. Es decir que la ley de evolución cumple 
la propiedad de semigrupo, si (*(+) es el estado del sistema en el tiempo t dada 
la condición inicial x, entonces p**(x) = po p*(x) = p*(v*(x)). En la nueva 
interpretación, que involucra los errores, se mira la evolución de densidades, 
no de los puntos en el espacio de fase. 


En el caso del mapa de la parábola logística, tn+1 = h(2,), esto se hizo 
mediante la Ecuación 6.3, que se apoya en las imágenes inversas de h, 


falta) + fnlhz*(2)) 
dra/l—x/r 


Esta ecuación permite calcular la evolución de las densidades y preguntarse 
por su convergencia, por la existencia de lím»- 3 f(x). En la Sección 6.4.7 se 
mostró como para un grupo de densidades iniciales la ley de evolución converge 
a un límite, la distribución arc-seno, que además es invariante ante la ley de 
evolución. 


Ín+1[x) 


El objetivo es generalizar estos conceptos para mapas arbitrarios. 


Sea S: X > X un mapa. Por ahora el espacio X no se va a especificar, puede 
ser un intervalo cerrado de los reales como en el mapa de la parábola logística, 
pero caben casos más generales, como por ejemplo IR” para una dimensión 
arbitraria finita n. 

Sea f una función de densidad de probabilidades en X. De acuerdo a la teoría 
elemental de probabilidades, si para el tiempo n, la densidad f caracteriza 
la distribución de probabilidades en el espacio X, entonces para calcular la 
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probabilidad de que el proceso visite el conjunto A C X en el tiempo n se 
integra la función de densidad sobre A, 


PríX, € A) = e ida 


Ahora, como Xp+1 = S(X,), para calcular la probabilidad de que el proceso 
visite un conjunto B en el tiempo n +1 necesitamos conocer la densidad en el 
tiempo n +1, vamos a denotar tal densidad por Pf, pues se obtiene mediante 
algún procedimiento P a partir de f, lo que diremos de una manera técnica 
que se obtiene de aplicar el operador P a la densidad f. Usando la misma idea 
se ve que si se conoce Pf, entonces 


PX € B) = A PF(0)p(da). 


Lo que se quiere es una expresión para calcular Pf. Para esto se usa la definición 
de la imagen inversa de un conjunto, 


(Xn+1 € B) = (S(X,) € Bj = [Xp € ST (B)), 


por lo tanto 


/ Pf(0)u(de) = / Fc)u(de). (8.1) 
B S-1(B) 


La Ecuación 8.1 se toma como la definición del operador P para un mapa 
cualquiera S. Interesa el resultado de la aplicación repetida, P” f, para valores 
grandes de n. ¿Hay convergencia a una densidad límite? ¿Cuáles son la condi- 
ciones para tal convergencia? De haber convergencia, ¿hay unicidad? ¿El límite 
es independiente de la condición inicial? Claramente de existir una densidad 
límite resultado de la aplicación repetida del operador, esta densidad, digamos 
f' es invariante, es decir Pf* = f*. 

Antes de proceder con un tratamiento riguroso, es necesario hacer varias de- 
finiciones y precisiones técnicas. La herramienta para esta investigación es el 
análisis funcional, en particular algunos temas de teoría de la medida y de 
teoría de probabilidades. La aplicación a los sistemas dinámicos se conoce co- 
mo teoría ergódica. En lo que sigue se procederá a formalizar el procedimiento 
usado para determinar la ley de evolución de las densidades inducidas por un 
mapa, lo que técnicamente se denomina el operador de Frobenius-Perrón. Se 
estudiará bajo que condiciones se obtienen densidades invariantes y se explo- 
rará los llamados teoremas ergódicos. La base fundamental para el Capítulo es 
el libro de Lasota and Mackey [1994]. 
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8.2. Espacios Funcionales 


8.2.1. Medida 


En general, para un espacio arbitrario X, no es posible calcular probabilida- 
des de cualquier subconjunto de X y es necesario restringir a una familia de 
subconjuntos, lo que se llama una o—algebra de subconjuntos, que debe ser 
cerrada con respecto a complementos y uniones de un número finito o infinito 
contable de subconjuntos. También se exige que X pertenezca a la o-algebra. 
Para conjuntos finitos X, no hay restricciones, para los conjuntos clásicos IR” y 
C” una solución es tomar la v—algebra de los conjuntos de Borel, que se obtiene 
de la unión, intersección contable y el complemento de los intervalos abiertos. 


También es necesario recordar lo que se entiende por una medida (Sección 
4.7.1), que fundamentalmente corresponde a la generalización del concepto de 
longitud en R (área o volumen en R? y R3%). Una medida y es una función de 
valores reales, definida en los subconjuntos de la v—algebra, de tal manera que: 


a. (0) =0, 
b. (A) > 0 para todo A en la o—algebra, y 


c. H(UAx) = >) (Ax) para cualquier colección contable, finita o infinita 
[Ax], de elementos mutuamente disjuntos de la o-algebra. Es decir tales 
que si ¿ % j entonces A¿N A; =0. 


Ejemplos de medida son la medida que cuenta el número de elementos en 
subconjuntos de un conjunto finito, el volumen de dimensión n en R”, que se 
conoce como medida de Lebesgue. 


8.2.2. Integral de Lebesgue 


El siguiente concepto es el de integral de Lebesgue, una generalización de la 
tradicional integral de Riemann que se enseña en los cursos tradicionales de 
cálculo. Ambas coinciden cuando existe la integral de Riemann, pero la de 
Lebesgue existe para una clase mayor de funciones, permite responder más 
satisfactoriamente cuales funciones son integrables y las propiedades de con- 
vergencia de la integral de una secuencia de funciones están claramente defi- 
nidas en los teoremas de convergencia dominada de Lebesgue y convergencia 
monótona de Lebesgue. Todo esto ha hecho posible la definición de los espa- 
cios funcionales clásicos. El lector está invitado a consultar cualquiera de las 
referencias estándar sobre este tema [Rudin, 1974, 1976]. En particular la in- 
vitación para los ingenieros es encarecida. Lo que sigue es una enumeración de 
los principales resultados, tomados de las fuentes indicadas. 
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Una función f con valores reales, definida en el espacio X, donde tenemos 
una o—algebra, y una medida y, es medible si para todo intervalo A la imagen 
inversa f71(A) está en la v—algebra, es decir es posible calcular y(f7+(A)). La 
parte positiva de una función se denota por f+(x) = máx(0, f(x)). Igualmente 
la parte negativa, f(x) = máx(0, —f(x)). Claramente, f = fF—f7 y |f| = 
Pr 

Como un paso importante en la definición de la integral se construye una 
aproximación con funciones simples a una función acotada, no negativa f. Sea 
M una cota superior y n un natural, se definen los conjuntos 4; = [1;1M/n < 
Fu) < (1+1)M/n). La función característica o indicadora de un conjunto A 
es una función que toma el valor unitario para puntos del conjunto y se anula 
por fuera de él, es decir, xa(1) =1 para x € A y xa(x2) =0 para x £ A. Luego 


M 
e GE 


== ) 
n 


ho 5 


1) Úxalo) 


1=0 


y por tanto la aproximación se puede hacer tan buena como se quiera tomando 
un valor de n suficientemente grande. 


Ahora, es natural que la definición de la integral de Lebesgue de la función 
característica de un conjunto medible A sea 


J xatontdo) =uta) 
X 


Como la integral es un operador lineal, es también natural que la definición de 
la integral de Lebesgue de una función positiva acotada sea 


J_£onído)= Jm Y Tontas). 


Si f no es acotada, se toma fyu(x) = f(x) para f(x) < M y f(x) = M en los 
otros casos, y se define la integral de f como el límite, cuando M > oo, de la 
integral de fr. Este límite siempre existe, aunque puede ser infinito, porque 
$ furuídx) es creciente. 

Si f no es positiva, se define f fy(dx) = f f*u(dx) — f f7 (dx), si al menos 
unos de los dos términos es finito. Si ambos términos son finitos, entonces f es 
integrable. 

La integral de f sobre un subconjunto A es igual a la integral de xa4(1) f(x). 


Las más importantes propiedades de la integral son: 
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a. Si (1) y es una función medible e integrable, (ii) f es medible y (111) | f(x) < 
g(x), entonces f es integrable y 
< | sonar) 
Xx 


| J Kn) 


b. fy f(x) lu(du) =0 si y sólo si f(=) = 0 casi siempre, abreviado c.s., que 
significa (dx; f(x) 4 05) =0. 


c. La integral es lineal, distribuye con la suma y las constantes salen de la 
integral, 


| eañto +esto p(dx) )= fi(2)u(dx) ye f fala 


d. Teorema de convergencia dominada de Lebesgue: Si f, f,,, g son funciones 
reales medibles tales que |f,(x)| < glx) y ([f,(1)) converge a f(x) c.s., 
entonces si g es integrable también lo son f. y f, y 


lím ¿Fee (dx) = / 160) Flia 


N—>00 


e. Teorema de convergencia monótona de Lebesgue: Si f, f,, son funciones 
reales positivas medibles tales que f(x) < falx) <..., y [fn(x))j converge 
a f(x) c.s., entonces 


lím pS (dx) = / 1t0) Fla 


N—>00 


aunque eventualmente las integrales pueden ser infinitas. 


Una aplicación del teorema de la convergencia dominada es que para toda 
función integrable f siempre existe una sucesión de funciones simples 


= Y Mind (1) 
k 
tales que |f, (1)] <|£(2)| y lím, f, (1) = f(x) c.s., y por tanto 


lím ¿Fale (dx) = / 160) Ha 


N—>00 


Dada una función integrable no-—negativa f, la integral puede usarse para definir 


otra medida, 
a)= f Hajntda 
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que cumple todas las propiedades de una medida como se verifica fácilmente. 
Además, uf(A) = 0 si y sólo si (A) = 0. Dos medidas que cumplen esta 
condición se llaman absolutamente continuas. Lo anterior se puede invertir, 


Teorema 8.2.1 (Teorema Radon-Nikodym). Sea v otra medida finita, absolu- 
tamente continua con respecto a y, la medida estándar definida en X, entonces 
existe una función no negativa, integrable, yg: X —>AR, tal que 


(a) = f atejutaa) 

A 

para todo conjunto A en la da-algebra. la función g se conoce como la derivada 
de v con respecto a pu, lo que se puede expresar como 


de 
dr 


Teorema 8.2.2. Si f y f2 son dos funciones integrables tales que 


| nono) = f ttanao 


para todo conjunto A en la o-algebra, entonces fi = fa c.s. 


Para la integral de Lebesgue también se cumple 


Teorema 8.2.3 (Fubini). Si el espacio (X, yu) es el producto de los espacios 
(X1, 111) y (X2, 12) y si f es una función y integrable. Entonces, para casi todo 
x1, la función f(x1,x2) es ua integrable con respecto a 12. Además la función 


f (21, 12)u2(d:2) 
X2 


de la variable x1 es uu, integrable y 


L | Xa A] pie $ yA aa 13) (dx,dx2) 


8.2.3. Espacios L? 


Una de las estrategias de las matemáticas es investigar si las propiedades co- 
nocidas de los objetos más estudiados también las tienen los otros objetos más 
complejos y menos conocidos. Los reales o los complejos, o los espacios euclídeos 
n—dimensionales cumplen muchas propiedades algebraicas y topológicas que 
se quisiera tuvieran otros objetos, por ejemplo los conjuntos de funciones. Por 


278 CAPÍTULO 8. TEORÍA ERGÓDICA 


ejemplo, es elemental el concepto de suma de funciones (punto a punto) y de 
multiplicación por un escalar. Con esas propiedades se pueden definir espacios 
lineales de funciones. A diferencia de los espacios euclídeos n—dimensionales, 
estos son más “grandes”, tienen dimensión infinita. Pero el concepto de base 
para estos espacios es importante, por ejemplo en la descomposición en series 
de Fourier, que realmente corresponde bajo ciertas circunstancias a la expre- 
sión de la función en términos de la base del espacio funcional que consiste 
de las funciones sinusoidales. Sin entrar en detalles, todas estas propiedades de 
espacios lineales son utilizadas en lo que sigue. Pero nos interesa ir un poco más 
allá, en particular introducir además el concepto de convergencia de funciones. 


La generalización del concepto de convergencia numérica a otros espacios se 
apoya en los conceptos de norma y distancia. Una sucesión de números converge 
a un límite, si la distancia entre los términos de la sucesión y el límite se puede 
hacer tan pequeña como se quiera. En el caso numérico la norma es el valor 
absoluto, y la distancia entre dos números es la norma de la diferencia. Para 
vectores la generalización usa el concepto de distancia euclídea, que es el mismo 
modelo que se va a emplear para espacios funcionales. 


Cauchy definió el concepto de convergencia sin necesidad de conocer el límite. 
Una sucesión [x,,) converge según Cauchy si la diferencia entre términos 1, — 
Tm se puede hacer tan pequeña como se quiera para todos los k y m mayores 
que un valor ny, que depende de que tan pequeña se quiera la diferencia. 


Una propiedad importante de los números reales y también de los complejos, 
es que contienen todos los límites de sucesiones convergentes según Cauchy. Es 
decir, que si una sucesión es convergente según Cauchy, también es convergente 
en el sentido general, es decir existe el límite, y que además, tal límite es un 
miembro del espacio. Los espacios que cumple esta propiedad se denominan 
completos. 


Un ejemplo de un espacio que no es completo es el conjunto de los fraccionarios, 
pues existen muchas sucesiones de fraccionarios que son convergentes en el 
sentido de Cauchy, pero que no tienen límite en los fraccionarios, como las 
sucesiones que convergen a un número real no fraccionario, lo que se denomina 
un irracional, por ejemplo a y2, o a r (ver la Sección 4.1). 


Definición 8.2.1 (Espacios LP). Sea X un espacio medible, con medida y y su 
correspondiente o-algebra de subconjuntos, p un real, 1 <p < oo. La familia 
de todas las posibles funciones definidas en X con valores reales, f : X > RR, 
que cumplen 


ll |f(a)P n(de) < 00 
XxX 


conforma el espacio LP(X, yu). 
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En la nomenclatura no se incluye la v—algebra de subconjuntos por no ser 
necesario para nuestras aplicaciones, cuando sea necesario se requiere incluir. 
También es posible que la medida se sobrentienda, en tal caso se escribe LP(X). 
Para p = 1 se tiene el espacio de todas las funciones integrables. 


Definición 8.2.2 (Norma para L”). Sea f una función en L?(X, 1), su norma 
es 


[slo = | [Lrto Puta) de 


De la definición y las propiedades de la integrales se ve que || f ll.» = 0 si y sólo 
si f =0 c.s., es decir el elemento cero de L?, que corresponde a la clase de 
funciones iguales a cero excepto en un conjunto de medida cero. También se 
verifica que lla f || 1» = la] - || f ll1» para toda f € E”, a € R. Además se cumple 
la llamada desigualdad triangular, 


If + glo < ll.fllz» + llgl| 2». 


Por lo tanto el espacio LP? es un espacio vectorial lineal y se puede definir la 


distancia, 
1/p 


Is olas = | /_ 116) ato Puto) 
El producto de dos funciones en L? no necesariamente es cerrado. Por ejemplo, 
f(x) = 172 es integrable en [0, 1], pero f? no lo es. 


Definición 8.2.3 (Espacio Adjunto). El espacio adjunto a LP(X) es LUX), 
con 


li 0d 
E E 
p q 
La definición no se aplica para p = 1, el espacio adjunto a L'(X) es por 


definición el espacio de todas las funciones acotadas, medibles c.s. que se denota 
por L“(X), con norma sup |g|. Cuando según el contexto sea claro, p y q son 
exponentes conjugados in hacerlo explícito. 


Definición 8.2.4 (Producto Escalar). Dadas dos funciones f € LP(X) y g € 
LUX), fg es integrable y su producto escalar es 


En / Hag(a) nídx). 


Cuando se puede definir, el producto escalar cumple las mismas propiedades 
que en los demás espacios vectoriales: 
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a. Positivo, (f, f) > 0, además (f, f) =0 si y sólo si f =0 c.s. 


b. Simetría, (f, 9) = (9, f) 


c. Bilinealidad, (cf + g,h) =c(f,h) + (g, h), para cualquier constante c. 


8.2.4. Sucesión de Funciones 


Para estudiar los puntos fijos de la evolución de las densidades de probabilidad 
asociadas a los sistemas dinámicos se requiere definir con precisión el concepto 
de convergencia de funciones. Resulta que no hay uno sólo sino varios. El más 
elemental es el de convergencia puntual, dada una sucesión de funciones ( f,, $, si 
para cada punto x se cumple que f,,(x) converge, se puede definir una función 
f(x) = lím,»- 00 fn(1). En los libros de análisis matemático se ilustra como 
este concepto no es suficientemente útil, por ejemplo una sucesión de funciones 
continuas puede tener un límite no continuo, o la integral (o la derivada) de los 
términos de la sucesión no ser igual a la integral (o la derivada) del límite. Para 
obtener resultados más consistentes se desarrolló el concepto de convergencia 
uniforme. En el concepto de convergencia puntual se requiere que para todo 
T y para todo e > 0 exista un ny, que puede depender tanto de x como de e, 
tal que |f.(x) — f(x)| < e para todo n > ny. En la convergencia uniforme se 
requiere que el ny sea independiente de x. Para nuestro interés vamos a definir 
tres conceptos de convergencia. 


Definición 8.2.5 (Cesaro). Una sucesión de funciones [fa +, fn € L”,1<p< 
oo es convergente débilmente a f según Cesáro si 


n 


i 
lím 3) (fi, 9) =(f,9), para toda y € L1 


n>00 n 
k=1 


Definición 8.2.6 (Débil). Una sucesión de funciones [f,), f, € L?,1<p< 
oo es convergente débilmente a f si 


lím (fn, 9) = (f, 9), para toda yg € L1 


Definición 8.2.7 (Fuerte). Una sucesión de funciones [ fa), fnh € LP”, 1<p< 
oo es convergente fuertemente a f si 


lím [|f. — fllz» =0 
n—>00 


Convergencia fuerte implica convergencia débil que implica convergencia débil 
según Cesáro. La demostración se apoya en la desigualdad de Cauchy-Holder. 
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De nuevo los lectores están invitados a consultar las referencias sobre estos 
temas. Igual para la demostración de la convergencia en distintos casos. Aunque 
más exigente el concepto de convergencia fuerte, su demostración es directa, 
mientras que los casos débiles exigen la demostración para todo un conjunto de 
funciones y. Normalmente se recurre a demostrarlo para una familia contable 
de funciones que sea densa en L%, es decir que aproxime tan cerca como se 
quiera cualquier función de £%. Por ejemplo mediante sinusoidales. 


8.3. Operadores de Frobenius-Perrón y Koopman 


Antes de proceder a presentar los principales resultados sobre la evolución de 
densidades asociadas a los sistemas dinámicos determinísticos se van a pre- 
sentar los operadores de Markov, que son más generales. Incorporan el caso 
determinístico, pero también la evolución de proyectos estocásticos. 


Definición 8.3.1 (Operadores de Markov). Sea (X, 1) un espacio medible, un 
operador lineal P : L* > L! que cumpla 


APRO para FS 0 ELA 
b. PFI = |1fll, para $>0, f € L* 


se denomina operador de Marko». 


En la definición las desigualdades se entienden válidas para todos los puntos 
de X, excepto eventualmente para conjuntos de medida cero. Es decir son 
relaciones c.s. La linealidad significa que para cualquier par de funciones fi y 
f2 y constantes c¡, ca el operador distribuye con la suma y las constantes salen 


Pla fi +c2f2] = a Pf +c2Pfa. 
Entre las propiedades de los operadores de Markov se tiene 
- Pf > Py para f > 9, 
- [Pf(e)]* < Po), 
- [PAE < PF (0), 
- |Pf(2)] < Plf(o)!, 
MPA < IA 


- P es una contracción, es decir ||P" f, — P” fa|] < [PO f, — Prol pal, 


282 CAPÍTULO 8. TEORÍA ERGÓDICA 


- IP fl =I1fl| si y sólo si Pf* y Pf” tienen soporte disjunto. 


La propiedad de contracción es importante para la convergencia, las densidades 
evolucionan aplicando cada etapa el operador P. El(los) límite(s), de existir, 
corresponden a los puntos fijos del operador. 


Definición 8.3.2 (Operadores de Frobenius-Perron). Dado un espacio medible 
(X, 1) y un mapa medible no singular S : X > X, el único operador P: Ll! => 
L! definido por la siguiente ecuación 


| eronmao=]_. soytao) 


S=1(A) 


para cualquier subconjunto medible 4, es el operador de Frobenius-Perron 
correspondiente a S. 


En las Secciones 6.4.7 y 8.1 se motivó esta definición usando el mapa de la 
parábola logística como ejemplo. Si f es una densidad de probabilidades en X, 
que podemos asumir corresponde a la distribución inicial de probabilidades, la 
integral en el lado derecho indica como calcular la probabilidad después de la 
primera etapa, de la primera aplicación de la transformación S. Por tanto la 
evolución de la densidad de probabilidades se obtiene de aplicar el operador P. 
Nuestro principal interés es el comportamiento asintótico, la evolución de las 
densidades luego de n (n > 00) aplicaciones del operador correspondiente. El 
resultado esperado es la distribución límite, que además es invariante. 


El operador de Frobenius-Perron es un operador de Markov. Se puede veri- 
ficar que es lineal, que es único, y que cumple las otras dos condiciones en 
la definición del operador de Markov. Es también directo que el operador de 
Frobenius-Perron asociado al mapa 5” es P”, 


Para algunos mapas, por ejemplo un mapa con inversa diferenciable, la defini- 
ción se puede simplificar a 


en el caso n—dimensional, el valor absoluto de la derivada inversa es el deter- 
minante de la matriz Jacobiana. 


Por ejemplo si X = [a,b] x [c,d] en el plano, la definición se expresa para 
A = [a, 1] x [c, y] como 


Pf rro ff Fs, Ddsdt. 
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Si se toma la derivada primero con respecto a x y luego con respecto a y se 


obtiene 
Pfiz, y) = == 10 s,t)dsdt. 
f(x, y) O par eS ) 


El caso en el cual S es invertible se puede usar el teorema de cambio de variable 
en la integral para escribir el operador. En terminología aplicada esto se conoce 
con el nombre de distribuciones derivadas, 


) eronia)= foma) = | HSM) utay, 
A S-1(4) A 
por lo tanto 
PL) = SIE), 
donde se ha usado la matriz Jacobiana 


Ja) = Es 


dS71(x) 
dx j 


ota) 


Asociado a un operador de Frobenius-Perron está su operador conjugado, el 
Operador de Koopman. 


Definición 8.3.3 (Operadores de Koopman). Dado un espacio medible (X, yu) 
y un mapa medible no singular S : X > X, el operador U : L*% => L” definido 
por 


Ufa) = f(S(2)), 


es el operador de Koopman correspondiente a £S. 


Las propiedades más importantes del operador de Koopman son: U es lineal, U 
es una contracción en L, es decir JU f ||] = < || Fl| oo, U es adjunto al operador 
de Frobenius-Perron de S, es decir (Pf, g) = (f,Ug) para f € L!. 


8.4. Evolución de Densidades 


En esta sección se aplican los operadores de Frobenius-Perron y de Koopman 
asociados a un mapa S para estudiar la evolución de densidades, en particular 
interesa como el comportamiento irregular, o caótico del mapa S se refleja 
en las densidades. Hay tres tipos de comportamiento, ergodicidad, mezcla y 
exactitud. 


Una distribución es invariante bajo la transformación S si su densidad f es 
un punto fijo del operador de Frobenius-Perron, es decir Pf = f. También 
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se dice que la densidad f es estacionaria bajo la acción del operador P. La 
ergodicidad corresponde al caso en el cual la única densidad estacionaria es la 
densidad constante f(1) = 1. Mientras que mezcla y exactitud corresponden a 
maneras más estrictas de la estabilidad de la densidad estacionaria f(x) = 1. 


8.4.1. Distribuciones Invariantes 


Definición 8.4.1. Dado un espacio medible (X, 1) y una transformación me- 
dible S: X > X, se dice que S preserva la medida, y que y es invariante bajo 
S si 

u(ST1(A)) = (A), para todo subconjunto medibleA. 


Bajo las condiciones de la definición se puede ver que una medida definida a 
partir de una densidad f es invariante si y sólo si es un punto fijo del operador de 
Frobenius-Perron, P, asociado a S. La medida de un subconjunto A definida a 
partir de la densidad está dada por u¿(A4) = f, f(x)u(dx). Que 7 es invariante 
se ve aplicando las definiciones a Pf = f. Igualmente si se consulta la definición 
del operador y se asume invariancia se llega al punto fijo. 


Note que la medida original es invariante si y solo si f(x) = 1 es un punto fijo 
del operador P. 


Ejemplo 8.4.1 (Mapa de la Parábola Logística). En las Secciones 6.4.7 y 8.1 
se trató el caso del llamado mapa de la parábola logística, las Ecuaciones 6.3 y 
8.1 permiten calcular directamente el operador de Frobenius-Perron asociado. 
Directamente se ve que (parámetro r = 1) 


1 
2V1-zx' 


por lo tanto P1 4 1 y la medida de Borel (la longitud) no es invariante bajo 
la transformación h. Esto confirma lo que ya se había analizado antes. 


Pl = 


Ejemplo 8.4.2 (Mapa del Panadero). En la Sección 6.5.1 se trató el caso del 
llamado mapa del panadero, B, un mapa del cuadrado unitario en el mismo 
definido por (con el parámetro a = 1): 


als (2, 3y) si0 
: (25 1, 5y 2) si 3 


El operador Frobenius-Perron P para este mapa se calcula fácilmente como 


f(x, 2y) si 0 < y < 1/2, 


Pf(x, y) = (ras Lo si1/2<y<1. 
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Por lo tanto P1 = 1 y la medida de Borel (el área) es invariante bajo la 
transformación B. 


Ejemplo 8.4.3 (Mapa del Gato). En la Sección 9.9.1 se trata el difeomorfismo 
de Anosov, también conocido como mapa del gato de Arnold. El mapa se 
expresa por 


File,y)= (le +y, 2 +y)( mód 1), 


que es invertible 
Fx, y) = (Q2— y, y — 2) ( mód 1), 


con jacobiano J = J7!* = 1. Por lo tanto el operador de Frobenius-Perron 
asociado a PF, es 


Pf(x,y) = f(Qu+y, + y) ( mód 1). 


Claramente, P1 = 1, y por tanto la medida de Borel (el área) es invariante 
bajo la transformación FL. 


8.4.2. Ergodicidad 


La existencia de una medida invariante no garantiza un comportamiento intere- 
sante. Por ejemplo, para el mapa identidad cualquier densidad es invariante. 
La existencia de subconjuntos invariantes, es decir aquellos para los cuales 
A = S71(A) también lleva a que la evolución del sistema dinámico siga trayec- 
torias separadas en A y en su complemento. Esto motiva la siguiente definición. 


Definición 8.4.2. Sea (X, 1) un espacio medible y S : X > X una trans- 
formación medible, se dice que la medida y y que la transformación S son 
ergódicas si no existe un conjunto medible A con 


SHUA)=A y nu(4) e (0,1). 


Es decir si los únicos subconjuntos invariantes son los triviales X y (. 


Las siguientes son consecuencias de las definiciones y los teoremas previos y 
se pueden verificar fácilmente, algunos sólo se enuncian, en otros se da una 
indicación del argumento. La nomenclatura es la misma que en la definición. 


Teorema 8.4.1. S es ergódica si y sólo si cualquier función medible g : X >R 
que cumpla g(x) = g(S(x)) c.s. es constante c.s. 
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Prueba. La ergodicidad implica que toda función real g es constante porque 
dado cualquier r, los conjuntos (1; g(x) < rj y [x;g(1) > r) son invariantes, 
luego por definición de ergodicidad tienen medida cero, luego g es constante 
c.s. Para la recíproca asuma para demostrar por contradicción que S no es 
ergódica, luego existe un subconjunto invariante A con medida diferente a O 
y a 1. Se toma g(1) = xa(x) como la función indicadora de A y usando la 
invariancia se muestra que g cumple g(x) = g(S(x)) y que no es constante 


C.S. 


Teorema 8.4.2. S es ergódica si y sólo si todos los puntos fijos de su operador 
correspondiente de Koopman son funciones constantes. 


Teorema 8.4.3. Si S es ergódica entonces hay cuando más una densidad 
invariante f., del operador de Frobenius-Perron P asociado a S. Más aún, si 
existe una única densidad invariante f. de P y f.(x) > 0 c.s entonces S es 
ergódica. 


Prueba. Para la primera parte se argumenta asumiendo que hay dos densidades 
invariantes diferentes y se construyen dos conjuntos invariantes de medida no 
trivial a partir de los puntos para los cuales la diferencia de las dos densidades 
es positiva y para los cuales es negativa. Para la segunda parte se asume para 
demostrar por contradicción que S no es ergódica, lo que implica la existencia 
de un subconjunto invariante de medida no trivial. Con base a las funciones 
indicadoras de este subconjunto y de su complemento y usando a f, se obtienen 
densidades invariantes diferentes. 


Ejemplo 8.4.4 (Rotaciones en el Círculo). Sea X el círculo unitario, H un 
ángulo fijo en (0,27), y sea S(1) =x+0Q ( mód 27). Si 6/27 es racional 
entonces S no es ergódica. Es fácil encontrar conjuntos invariantes de medida 
no trivial. Para ¿/27 irracional la rotación es ergódica, como se muestra en la 
Sección 9.4. 


8.4.3. Teorema Ergódico de Birkoff 


Un resultado de teoría ergódica establece que existe al menos una distribución 
invariante bajo condiciones generales para f. Cuando hay multiplicidad, de 
todas las posibles medidas invariantes sólo una es observable y por lo tanto 
interesante físicamente. Normalmente no es posible observar exhaustivamente 
el estado de un sistema, sino que las cantidades observables, variables físicas 
de interés, corresponden a funciones reales, (p, definidas en el espacio de fase, 
X. 
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Sea S : X + X un mapa continuo y U € X un subconjunto. Para x € X, 

n E N, el número de visitas a U, hasta la época n, del proceso 1, = S” (1) es 
Folu,n) =cardíkeZ|0<k<n- 1, S*(x) e U). 


Para muchos casos, Fy(1,n) > 00 cuando n > 00. Por tanto la frecuencia 
relativa de visitas a U es 


Fi 
fulx,n) = lím Fute,n) 
n>00 n 


Es conveniente expresar esta frecuencia en términos de funciones características 
o indicadoras 


n—1 
fu(e,n) = lim - Y xu(S (a). 
k=0 


El Teorema ergódico de Birkhoff establece la existencia de este límite. Si se 
asume la existencia del límite, juega un papel muy importante el operador de 
Birkoff que trabaja directamente sobre observables (funciones y definidas en 
X) 


que tiene las siguientes propiedades 
- Linealidad: B.¿ (ap; + bp2) = aB.(p1) + dB (pa) 
- No Negativo: Si p > O entonces B.(py) > 0, y By(1) = 1 
- Acotado: |B.(p)| < supzex |p(x)| 


- Invariancia bajo S: By(yp o S) = Bs(a)(p) = Balp) 


Ley de grandes Números 


¿Bajo que condiciones es válida una ley de grandes números? Es decir cuándo, 
independiente de la condición inicial x, existe el límite en el operador de Birkoff: 


La respuesta afirmativa depende de la ergodicidad del sistema y de la exis- 
tencia de medidas de probabilidad y, invariantes bajo S. Es decir, tales que 
p(S71(A)) = (A) para todo conjunto medible A C X. 
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Suponga que para toda función continua q definida en X, existe el promedio 
E.(p) y es independiente de z, para cualquier z € X. Entonces esto define un 
operador no-negativo p > E(6) = E.(6), en el espacio de las funciones reales y 
continuas en X. Por el Teorema de representación de Análisis Funcional existe 
una medida 1, asociada a tal operador, tal que 


n-1 
Jo du =E(9) = Mim - 2, ó(S*(z)), para todo z € X. (8.2) 


Esta medida es físicamente observable mediante el calculo de promedios con 
muestreo para selecciones arbitrarias de la condición inicial z. 


Teorema 8.4.4 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Sea S : X > X un mapa 
medible y sea y una medida de probabilidad ergódica invariante para S. En- 
tonces, para cualquier función $4 : X > R en L!(u), es decir para la cual 
f pd < 00, y para casi todo x (con respecto a y) se tiene 


n 


dm esto) = fed 


En particular, para cualquier conjunto medible A € X, tomando p = xa, la 
función característica de A, se tiene que para casi todo x € X, 


H1<j<n:S Vx) € A) 


n 


> u(A), cuando n > 00. 


8.4.4. Mezcla 


Definición 8.4.3. Sea (X, 1) un espacio medible, S : X > X un mapa medi- 
ble, se dice que S mezcla si 


lím (AN S7"(B)) — p(A)n(B)| =0 
para cualquier par A y B de subconjuntos medibles de X. 


Como la propiedad depende también de la medida, en ocasiones se habla de 
que el sistema (5, 1) mezcla. Otra manera de expresar la definición es mediante 
HAN S””(B)) 


A E 


Como (1 € S7"(B)) = [S(x) € B], esto se expresa en el lenguaje de las 
probabilidades condicionales como 


Prí5”(%) e Blx e A) > Pr[zx € B), cuando n > 00. 
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En palabras, la probabilidad condicional de que el proceso visite al conjunto 
B en la época n, dado que inició en el conjunto A, tiende a la probabilidad 
incondicional de ocupar el conjunto B. Es decir que asintóticamente se borra 
el efecto de la condición inicial. 


Teorema 8.4.5. Sea (X, yu) un espacio medible, S : X + X un mapa medible 
que mezcla, entonces S es ergódico. 


Prueba. Sea B un conjunto invariante y A su complemento, por lo tanto y(AN 
B) = 0. Por invariancia B = S”"(B), luego 0 = lím» 0 p(AN S7”(B)) = 
p(A)u(B) = (1— (B))u(B). Por lo tanto u(B) es o 0 o 1, lo que demuestra 
la ergodicidad. 


Ejemplo 8.4.5. Varios de los mapas considerados en los ejemplos anteriores 
mezclan, el de la parábola logística, el del panadero y el del gato. La rotación en 
el círculo no mezcla. El análisis del caso del mapa del panadero es ilustrativo. 
Tome A un subconjunto arbitrario y el caso particular de B un rectángu- 
lo horizontal de área 1/2 ubicado en la base. Las pre-imágenes S7!(B) son 
2771 rectángulos verticales cada uno de área igual y la suma sigue siendo 1/2. 
Asintóticamente el área de la intersección (AM S7*(B) tiende a y(A)/2 y por 
tanto se cumple la condición de la definición. 


Si (S, .) mezcla, ¿es posible caracterizar la velocidad de mezclado? 
Tn =|MANS"(B)) — n(A)u(B)| 
¿De cuáles características del sistema depende la velocidad de mezclado? 
Tn decae exponencialmente? potencialmente? 
Correlaciones 


La velocidad de mezcla se puede escribir en términos de funciones característi- 


cas 
Tn = Jranr=ida— | xadu Jean, 


Ty = J raxenydn— Prada J rear 


y de manera natural se generaliza a lo que los matemáticos llaman correlación 


que equivale a 


ma 6 (wo rrdu— [ode [ada 
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Expansión 


Definición 8.4.4. Se dice que f : X > X es (no uniformemente) expansiva 
si existe A > 0 tal que 


n—1 


pro nal E 
A (6) 


para casi todo r € X. O de manera equivalente, para casi todo x € X existe 
una constante Cy > 0 tal que 


n—1 


-1 > A 
IL IDS5L, 17 > 0.0 
¿=0 
para todo n > 1. 


Expansión Uniforme 


La condición log Df *|7* > 0, que es equivalente a [|Df* 9% > 1 y también 
a |Df;*| < 1, implica que todo vector se contrae en todas las direcciones por 
la inversa de Df. y por tanto todo vector se expande en todas las direcciones 
por Df. 

Note que el Teorema ergódico se aplica y por tanto 


n—-1 


1 a 1 - 
lol Fi IT A= fos 1DI7H de 
=p 


En el caso especial en el que (x) se cumple en todo punto x y la constante C se 
puede escoger independiente de x, se dice que f es uniformemente expansiva. 


La propiedad expansiva es un caso particular de la propiedad hiperbólica. 


Expansión Exponencial 


Teorema 8.4.6. Mapas con expansión uniforme tienen correlaciones que de- 
caen exponencialmente 


= Caso Markoviano: Sinai, 1972, Perekrest, 1974, Bowen, 1975, Ruelle, 
1976. 


= Caso No-Markoviano (dim = 1): Lasota-York, 1973, Keller 1980, Hofbauer- 
Keller 1982, Rychlik 1983, Diaz-Ordaz 1905 


= Caso No-Markoviano (dim > 1):Liverani 1995, Young 1998, Buzzi-Maume 
1902, Alves-Luz-Pinheiro 2004, Gouezel 2005, 
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Figura 8.1: Mapa para modelar la intermitencia. g(x) = 2 + 222149, six < 
0,5g(1) =2x— 1, six > 0,5 


Mapas Expansivos con Puntos Neutrales 
Modelo para explicar intermitencia. Por ejemplo para a € (3, 1) 


x+ 242 sigx<o0,5 
2xX—1, siz>0,5 


g(x) 


Teorema 8.4.7. La tasa de decaimiento de las correlaciones es igual al orden 
de la tangente en el punto neutro. 


_sa=1 


il 
Tan Na H 
20 


Liverani-Saussol-Vaienti 98, Isola 99, Young 99, Sarig 02, Hu 04, Gouezel 04, 
Higher-dimensions: Yuri 96, Pollicott-Yuri 01 
Otros Casos de Decaimiento Potencial(Luzatto, 2006) 

= Mapas expansivos con puntos críticos 

= Difeomorfismos locales 

= Exponentes de Lyapunov cero (?) 


= Bifurcaciones de Hopf (?) 
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Figura 8.2: Traza de un tramo de la serie de tiempo resultado de aplicar re- 
cursivamente el mapa para modelar la intermitencia 


8.4.5. Exponentes de Lyapunov 


Se dice que un mapa f : [ > 1 tiene exponentes de Lyapunov positivos en casi 
todas partes si existe A > 0 tal que 


po 1 ny/ 
lím inf log 1(/ Ja) > A>0 


para casi todo zx € 1. 


Los exponentes de Lyapunov caracterizan la tasa a la que se separan trayecto- 
rias infinitesimalmente cercanas. 


[8Z(t)| = e**/5Z(0)| 


8.4.6. Conjetura de Luzatto 


Un mapa no uniformemente expansivo tiene decaimiento exponencial de las 
correlaciones si y sólo si, no tiene órbitas con exponente de Lyapunov cero. 


Entropía de Kolmogorov 


De acuerdo a la entropía, los sistemas dinámicos se dividen en tres clases (Ka- 
tok, 2007): 


= Sistemas con entropía cero, o sistemas totalmente determinísticos, con 
crecimiento sub-exponencial de la complejidad de las orbitas. 
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= Sistemas con entropía positiva, finita, incluye a los procesos estocásticos 
clásicos, como pruebas de Bernoulli, las cadenas de Markov, y los sistemas 
dinámicos clásicos, con crecimiento exponencial de la complejidad de las 
órbitas. 


= Sistemas con entropía infinita, incluye muchas clases importantes de pro- 
cesos estocásticos con espectro absolutamente continuo, tales como los 
procesos de Wiener o Gaussianos; además incluye sistemas dinámicos 
con dimensión infinita que aparecen por ejemplo en ciertos modelos de 
mecánica de fluidos o de mecánica estadística. 


8.5. Movimiento Browniano 


8.5.1. Historia 


Primero reportado por el médico Holandés Jan Ingenhauzs en 1785, pero ge- 
neralmente atribuido a Robert Brown quien lo descubrió en 1828. Brown era 
un botánico que estudiaba polen y vida microscópica. 

Brown mismo reportó un precursor en su trabajo inicial, y a 10 más en su 
segundo trabajo de 1829, empezando por Leeuwenhoek (1632-1723), incluyen- 
do a Buffon y a Spallanzani (dos protagonistas de un debate del siglo xviii 
sobre generación espontánea, que terminó con el trabajo de Bywater en 1819 
que concluyó este movimiento ocurría además de sustancias orgánicas en toda 
clase de substancias inorgánicas a las que denominó irritables o titubeantes. 
Además para demostrar que no eran seres vivos, hubo que descartar múltiples 
posibles causas, como vibraciones o viento. 

Se demostró después que era una consecuencia del movimiento molecular del 
agua en la cual estaba inmerso el polen, que ocasiona una número grande de 
golpes al azar en todas las direcciones. 


8.5.2. Resumen de Observaciones 


1. El movimiento es bastante irregular, con traslaciones y rotaciones. La 
trayectoria parece no tener tangente. 


2. Dos partículas se mueven independientes, aun cuando estén muy juntas 
3. El movimiento es más activo mientras más pequeña la partícula 


4. Ni la composición, ni la densidad de las partículas tienen efecto 
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5. El movimiento es más activo mientras menos viscoso es el líquido 
6. El movimiento es más activo mientras mayor la temperatura 


7. El movimiento no cesa 


8.5.3. Principios de la termodinámica 


Equilibrio: todos los posibles estados (configuraciones) de un sistema con igual 
energía son igualmente probables. 


La posibilidad de eliminar el tiempo trae muchas ventajas técnicas, pero la 
más importante es que la estadística permite la definición de dos conceptos 
muy importantes, temperatura y entropía. El precio es que algunas cantidades 
como el coeficiente de difusión y la viscosidad, que sí dependen de los detalles 
de la dinámica, no pueden ser estudiados sólo desde la termodinámica. 


Teorema 8.5.1 (Equipartición de Energía). La energía cinética media de una 
partícula coloidal suspendida en un líquido es KT 


Si un sistema dado está en equilibrio térmico a una temperatura 1', también 
está en equilibrio térmico con cualquier otro sistema a la misma temperatura 
(k="138x 10 m*kesK-")) 


8.5.4. Aporte de Einstein 


Los trabajos de Einstein sobre el movimiento Browniano mostraron sin embar- 
go que la termodinámica todavía contiene algo de información dinámica. Una 
partícula suspendida en un líquido es bombardeada por colisiones moleculares 
irregulares, pero a la vez su movimiento es amortiguado por fuerzas viscosas, 
que también resultan de las mismas moléculas. Gana energía por las fluctua- 
ciones (colisiones irregulares) y la pierde por disipación (arrastre viscoso). La 
idea fundamental es la condición de equilibrio entre la partícula y el líquido. 


Hoy se reconocen dos aportes importantes del trabajo de Einstein sobre el 
movimiento Browniano. El primero fue la consolidación de la teoría atómica y 
de la mecánica estadística. Esto implicó la aceptación del uso legítimo de las 
probabilidades en física. Toda la distribución de probabilidades es importante. 
La media no sólo es el valor más probable de un conjunto de observaciones, la 
desviación estándar tiene un contenido más allá de ser una medida del error. 


El segundo es el hoy llamado teorema de fluctuación—disipación. 


Sea p(x,t) la probabilidad de que una partícula se encuentre en la posición x. 
Einstein demostró que 
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0p 
A DA 
Ot P 


donde D es el coeficiente de difusión [L4T=*"], una constante positiva que pro- 
cedió a determinar. 


Si la partícula está en el origen en el tiempo cero, la solución es 


1 e 
p(x, t)= DEN ADt 


8.5.5. Teorema de Fluctuación—Disipación 


Suponga una fuerza externa F, por ejemplo la gravedad. En equilibrio está fuer- 
za se iguala con la presión osmótica 


Pr 
v 


donde y es el número de partículas por unidad de volumen, 7' es la temperatura 
absoluta y k es la constante de Boltzmann. 


La presión osmótica 7 se puede expresar siguiendo la ley de gases: TV = 
nRT = NkT, donde n es el número de moles, R = kNA es la constante 
de gases, Nx es el número de Avogadro, NW el número de moléculas, V es el 
volumen, y = N/V. En una dimensión el equilibrio entre la fuerza y la presión 
osmótica es yF = 07 /0x. 


Además habrá fricción por viscosidad (proporcional a la velocidad ff = mBv, 
el coeficiente de fricción 8 tiene unidades T7!). La ecuación de movimiento en 
una dimensión es mú = F — ff. La velocidad límite (4 = 0) será ad Luego 
debido a la fuerza F' pasan ma partículas por unidad de tiempo y por unidad 


de área. 

De otra parte, si no hubiera fuerza, el número de partículas obedece la misma 
ley de difusión que la probabilidad y el número que pasa por unidad de tiempo 
y por unidad de área es —DVr. Por lo tanto, usando la expresión anterior para 


F, e igualando 
TP 
D= k 


ni 
Si las partículas son esferas de radio a, según la ley de Stokes, mb = 6rna, 
donde 1 es el coeficiente de viscosidad (ML7* T7*). Por lo tanto 

RT 

— 6rrna 
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Es decir las fluctuaciones se equilibran con la disipación. Para que exista la 
una se requiere la otra. Ambas provienen de la interacción de la partícula con 
las moléculas del líquido. 

A escalas de tiempo diferentes. 


Experimentalmente se pueden medir D,T',a y y por lo tanto se puede deter- 
minar k, o lo que es equivalente Na 


8.5.6. Ecuación de Langevin 


dx dx 
dt2 dt 
Con las condiciones iniciales de posición y velocidad cero. La fuerza f corres- 
ponde a las fluctuaciones, que son rápidas, a escala de los movimientos mole- 
culares, del orden de 107*%s para el agua. Mientras que el arrastre viscoso es 
bastante más lento. 


m + 6rna £(t) 


f puede caracterizarse como aleatorio en dirección y magnitud, no correlaciona- 
do temporalmente a la escala del movimiento molecular. Bajo esas condiciones 
se cumple la ley de grandes números, es decir ergodicidad, los promedios tem- 
porales son iguales a los valores esperados. < f >=0 y < £(t)£(7) >= K4(7). 
El tensor K se determina mediante la hipótesis de equilibrio, la energía cinética 
se reparte igualmente entre los tres modos de traslación de la partícula, de tal 


manera que 
1 dx dx 1 
e a) a 


La ecuación se integra a 
t 
dx a ES de e A O A 
dt mijo 


De acá se puede calcular la autocorrelación 


dx K 6rna 
R = — = 
(s) ( dt ne 12rnam Ae ( m ,) 


8.5.7. Desplazamiento Cuadrático Medio 


dx 
¿ qE 


La idea es calcular < x? > el promedio del cuadrado del desplazamiento en 
el caso unidimensional. La tasa de cambio de 2? es dx?/dt = 2xdx/dt. Por 
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lo tanto lo indicado es multiplicar la ecuación de Langevin por x y tomar el 


promedio 
lx dx 
m (o) + 6rna (o) =D 


El término de la derecha es cero pues f(t) es independiente de la posición. 
Ahora, 


o dt 


dx  d[e(de/dt)]  (dxv? 
“Ge dt ( ) 


El promedio del primer término de la derecha es nulo porque < xv > es cons- 
tante, no depende del tiempo. El segundo término es conocido, (¿mv?) 0 KT a 
Por lo tanto 


2 da 
— (mu ) +3mnao, (2 0 
Es decir 
día?) KT 


= =2D 
dt 3mna 


Lo que implica que (22) = 2Dt 


8.5.8. Caminata Aleatoria Simple 


El modelo más simple desde el punto de vista probabilístico para el Movimien- 
to Browniano es una caminata aleatoria simple. A pesar de lo simple, este 
modelo contiene la esencia del fenómeno y es punto de partida adecuado para 
la formulación de los tratamientos más avanzados en la teoría de los procesos 
estocásticos y las ecuaciones diferenciales estocásticas. 


Sea Sn la posición de una partícula coloidal en el tiempo n. Para hacer más 
claros los argumentos se trabaja en una sola dimensión, es decir como si la 
partícula estuviera en un tubo largo y delgado. 

Se asume que las observaciones ocurren en épocas discretas, cada At. Esto 
define una escala de tiempo, correspondiente a la escala microscópica, lo sufi- 
cientemente grande con respecto a la escala molecular, pero aún suficientemente 
pequeña con respecto a la escala macroscópica. 

A esta escala, la partícula realiza un movimiento irregular que se va a describir 
mediante la ecuación 


Sn = X1+-:::+Xn = Sn-1 + Xn, paran > 1 y Soy =0. 


La familia de variables aleatorias (Xp, k = 1, 2,---) representa el desplaza- 
miento neto de la partícula durante cada intervalo de tiempo [(k — 1)At, kAt!]. 
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Es suficiente con asumir que los desplazamientos son variables aleatorias inde- 
pendientes e idénticamente distribuidas (iid). 

Para el caso más simple Xx = 1 con probabilidad p y Xy; = —1 con probabilidad 
q =p! 

Implícito en esta ecuación está la escala espacial, la posición de la partícula 
se mide en unidades de Ax. Cuando se considere el paso al límite continuo se 
hará precisión sobre las escalas espacial y temporal. 


Es conveniente tener una notación para el caso en el que la caminata no empieza 


en 0, sino en un punto arbitrario x. Se define sa) = Sn +1. 


8.5.9. Distribución de S,, 


La primera tarea es calcular la distribución de S,,. Es fácil ver que no todos los 
y's son accesibles desde cero en un número de pasos n. De hecho es necesario que 
ly| < n y que y y n tengan la misma paridad. En estos casos, si una trayectoria 
desde O hasta y en n pasos tiene m pasos hacia la derecha y n — m pasos a la 
izquierda, entonces y = m— (n — m), es decir m = mn Luego la probabilidad 
debe incluir las posibles combinaciones y el producto de probabilidades de m 
pasos a la derecha y n — m a la izquierda, 


(A)Jprgo”r sily <nym=(n+y)/2€Z, 
0 en los demás casos. 


Pr(S, =y) = 


8.5.10. Recurrencia 
Sea To la época de la primera visita a y, empezando en x 
qe = mínín > 0; SÍ”) = y). 


Para c< x < d sea f(x) la probabilidad de que la partícula, empezando en x 
llegue primero a d, antes que a c, 


p(1) = PT” <T), parac<x<d 
Usando el teorema de la probabilidad total, condicionando en el primer paso, 
plx) = polz +1) + ap(x— 1) 


Recordando que 1 = p + q esto se puede escribir como 


px +1) — d(1) = Y/o[ó(x) — pla — 1) 
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para c < x <d y con condiciones de borde p(c) = 0, p(d) = 1. Para p H q este 


sistema de ecuaciones en diferencias se resuelve mediante 


x—1 
ó(a) = DY lóy+1) - oy) 

y=cC 
x—1 

= Y (4/9) [ó(c+1) — o(c)] 
y=c 

e dea 

= a O +1). 


(8.3) 


(8.4) 


Para encontrar p(c + 1), se toma x = d en la anterior ecuación para obtener 


1 — 9g/p 
1 (Y/p)=> 


Por lo tanto parac<x<d y para p %* q 


b(c+1) = 


(6) mty 1 (4/9 * 
Pr Ta E aa (ajo) 
Por simetría 
E 


Y(0) = PTA <TP) = pagare 


Note que f(x) + v(x) = 1, es decir que con probabilidad uno la partícula 


empezando en el interior del intervalo [c, d] llegará a la frontera. 


Por otro lado, tomando límites se obtiene 


lím p(x) = PHTP <oo) 


d—>00 


= Pr(s(*) eventualmente llega a c) 


ee: (q/p)"=0 si P>0, 
1 sip<q. 
Nuevamente por simetría 
. sE (x) 
Lim pla) = PriT¿*<oo) 


= Pr(S(” eventualmente llega a d) 


1 sip> 9, 
(9/42 sip<q 


(8.5) 


(8.6) 
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Recuerde también que por la ley fuerte de grandes números (LFGN) 


Ss _ Sn 
Prí 7 A > p— q cuando n +00) =1. 


Luego, si p > q la partícula tiende a +00 con probabilidad 1. En particular con 
certeza llega a cualquier d > x. 


De manera semejante si p < q la caminata aleatoria tiende a —oo con proba- 
bilidad 1. En particular con certeza llega a cualquier c < zx. 


En cualquiera de estos dos casos, cuando p % q 
Pr(S(”) = y un número infinito de veces ) =0, 


4 Xx > Y $ 
puesto que si sí ) = y para un número infinito de enteros n¡ < na < ---, una 


sucesión que va a infinito, entonces 


A do 
Nk Nk 


lo que tiene probabilidad de ocurrencia igual a O por la LFGN 


8.5.11. Estados transitorios y recurrentes 
Un estado y es transitorio si se cumple que 


Pr(S() = y un número infinito de veces ) =0, 


Un estado y es recurrente si se cumple que 


Pr(S(”) = y un número infinito de veces ) = 1, 


En el caso p =q = > la ecuación en diferencias para ( tiene solución a lo largo 


de una recta desde el punto (c, 0) hasta (d, 1), es decir, 


PNTO) <qtuy- +0 
r( d Cc ) d — 
y de manera semejante 

d—z 


PATO < TÍ”) = 


d=e' 
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En ambos casos c < x < d. De nuevo se tiene que p(1) +4(x1) = 1, es decir que 
con probabilidad uno la partícula empezando en el interior del intervalo (c, d) 
llegará a la frontera. Más aún, en este caso dada cualquier posición inicial x > c 


ln y(2) = PHTÍ” < 00) (8.10) 
00 
= Prís(* eventualmente llega a c) (8.11) 
, d—z 
NS (2 
sy (8.13) 


De manera semejante para x < d. Es decir, sin importar la posición inicial, 
la partícula llegará a cualquier estado con probabilidad 1. Luego en este caso 
todos los estados son recurrentes. 


8.5.12. Máximos y Mínimos 


Sean M(%) = sup,,> se y mi) = ínfa>o se 
n>0 pa 


podemos calcular las distribuciones de probabilidades con s <x <t 


. Usando los anteriores resultados 


PXMO) > t) =P HT <o0). 


De manera semejante 
Pm” < $) =PHT < oo). 


8.5.13. Primer Retorno 
Sea Na la época del primer retorno a x de so. Condicionando en el primer 
paso 


Pr(n <oo) = pPHTECFD <oo)+qPHTeD<o) (8.14) 


a a 19 BE (8.15) 
p+qle/a) sip<q 
= 2mín(p, q) (8.16) 


8.5.14. Caminata Multidimensional 


En RY la construcción de la caminata aleatoria es semejante a la que se pre- 
sentó para IR. Tanto se lA como X,, son vectores. s(2) = SO A La caminata 
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simple y simétrica corresponde al caso en el cual el desplazamiento aleatorio 
en el paso n, X,,, tiene como posibles valores los vectores +=e;, 1= 1,2,--+ ,d, 
es decir vectores con O en todas las coordenadas menos en ¿—ésima en la cual 
tienen un 1. Cada vector tiene probabilidad 1/(2d) de ocurrencia. 


Hay un teorema de Polya que dice que para d = 1 y d = 2 la caminata es 
recurrente y que para d > 2 la caminata es transitoria. 


Pregunta: ¿hay relación entre este resultado y la dimensión fractal de las tra- 
yectorias del movimiento Browniano? 


8.5.15. Paso al límite 


Suponga que en promedio una partícula coloidal recibe f colisiones por segundo 
de las moléculas del líquido en el cual está sumergida. Es decir f =1/At, n= 
tf = t/At. Suponga además que en cada colisión se desplaza aleatoriamente 
bien sea Ar o —Ax, con probabilidad p o q respectivamente. 

Como f es extremadamente grande, del orden de 10?!, aunque t sea pequeño, 
del orden de 1071%, n será muy grande y se puede aplicar el TLC. Z, = se 
la posición de la partícula en el tiempo t, es x más la suma de n variables iid. 
Luego la posición será una variable gaussiana, con media x +tf(p— q)Az y 
varianza 4pqtf(Ax)?. Para poner en firme el paso al límite, sea 


¿q 


al p Ez 
PD=3 + 3/7 YAL= 77 


donde yu y gd son dos reales fijos, 1 > 0. Por lo tanto cuando f —> 00 la media 
del incremento en el desplazamiento converge a tu y la varianza a to. Por tanto 
la función de densidad de Z¿ = se tiende a 


1 (y —z — pt) 
t = 
p(t, x, y) on exp( E 


Luego el incremento Z++s— Z¿ es gaussianos, con media tu y la varianza a to, es 
además independiente de Z.,,, para O < u < t. Esto se conoce como un proceso 
con incrementos independientes. Es posible refinar esta construcción para ve- 
rificar que las trayectorias sean continuas, esto se hace mediante interpolación 
lineal. 


8.5.16. El teorema Funcional del Límite Central (FTLC) 


Además de la convergencia de la densidad, todas las propiedades de las cami- 
natas aleatorias convergen a las correspondientes del movimiento Browniano. 
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Sip=0y 0 =1, Z¿ será denotado como B;. 


Un ejemplo del FTLC: Sea r = mt =0; Ze =Y9), c<r<d y ses p=0 


PH < > = Pr(B; llega a Y antes que a E) (8.17) 
dE 

= 8.18 

E (8.18) 


La última de las igualdades es una aplicación del resultado obtenido para la 
caminata aleatoria simétrica. 

Igualmente si se va al límite cuando bien sea c => —oo o cuando d > 00 
para obtener Pro Op i= Pri” < oo = 1. Es decir, el movimiento 
Browniano sin arrastre (drift) es recurrente. 


También se puede demostrar que para el caso en que uy % 0 los resultados 
correspondientes son 


E 577 2 
Pr(r(0 < py =p exp[-—2(d — x)/0*%) 


1 — exp[-2(d — c)u/0?)” parac<ux<d 


to) tor _ 1 expí-2Az — c)u/0?y 
E expí—2(d — c)u/0?) 


Tomando límite cuando d > oo se obtiene 


, parac<x<d 


2(1—C)u : 
HE > 0, 
Pre) < oo) = pe 7 ) a q se 


Igualmente para cuando c => —00 


(x) yl sip > 0, 
SS is sip<0 


En particular se sigue, usando argumentos similares a los que usamos para la 
caminata aleatoria, que el máximo del movimiento browniano tiene distribución 
exponencial. 
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VISCOSITY (Pas) 


10% 102 101% 10 101 102 10 10% 10 
SHEAR STRESS (Pa) 


Figura 8.3: La viscosidad de suspensiones coloidales de látex en función del 
esfuerzo cortante. La concentración ( distingue cada curva. Se aprecia el adel- 
gazamiento y el engrosamiento del fluido en función del esfuerzo aplicado para 
las concentraciones mayores 
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SHEAR GRADIENT 


e | 


FLOW DIRECTION 


Figura 8.4: Cuando dos partículas coloidales se acercan se aumenta la pre- 
sión hidrodinámica. A distancias cortas, la fuerza hidrodinámica se incrementa 
inversamente con la distancia. Las ecuaciones N-S a velocidad constante son 
reversibles. En el inserto se muestran trayectorias de partículas de prueba. 
Se aprecian las trayectorias abiertas y cerradas y por tanto la posibilidad de 
floculación y formación de agregados. 
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Pe =0.1 Pe = 1000 
NN 


Figura 8.5: Microestructura coloidal en una suspensión concentrada. La posi- 
ción de las partículas se representa por puntos y se muestra el efecto de las 
fuerzas hidrodinámicas sobre su probable posición al rededor de una partícu- 
la de prueba arbitraria (negra). Los tres paneles difieren en esfuerzo cortante 
aplicado, representado por el número adimensional de Péclet. El color rojo re- 
presenta mayor probabilidad de ocupación y el azul menor. A bajo esfuerzo las 
partículas se distribuyen isotrópicamente. A medida que el esfuerzo aumenta 
aparece anisotropía, las partículas tienden a juntarse a lo largo de los ejes de 
compresión, 135 y —45 grados. También se tienden a agregar en racimos 
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SHEAR STRESS OR SHEAR RATE 


Figura 8.6: El cambio en la microestructura de la suspensión coloidal explica el 
cambio en la viscosidad, el adelgazamiento y el engrosamiento. En equilibrio, 
las colisiones entre ellas produce la resistencia natural al flujo. A medida que 
el cortante aumenta las partículas se organizan y la viscosidad disminuye. Pero 
a todavía mayor cortante, las fuerzas hidrodinámicas dominan y se forman 
agregados de partículas que aumentan la viscosidad. 
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Figura 8.7: La viscosidad medida (cuadrados) en una suspensión coloidal con- 
centrada se puede descomponer en una componente termodinámica (círcu- 
los)jasociada al movimiento aleatorio, y en una componente hidrodinámica 
(triángulos)asociada a las fuerzas entre pas partículas a través del fluido en 
el cual están suspendidas. La separación se basa en mediciones de dispersión 
de luz y en simulaciones numéricas 
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Figura 8.8: El engrosamiento viscoso se puede suprimir si se reducen las in- 
teracciones entre las partículas. En la figura se muestra el efecto de forrar las 
partículas con un cepillo polimérico de tamaño creciente. 
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8.6. Información y Entropía 


8.6.1. Sorpresa 


Sea S la sorpresa al enterarnos de la ocurrencia de un evento E, que tiene 
probabilidad p de ocurrir 


= S depende de p y únicamente de p 

= S está definida para todo p, excepto para p =0 

"= S(1)=0 

= p<q > Síp) > S(q) 

= Para eventos independientes S(pq) = S(p) + S(q) 


- S(p) = —clogap 


= Normalmente se toma c= 1 y se trabaja en bits 


8.6.2. Entropía 


Sea X una variable aleatoria que puede tomar alguno de los posibles valores 
11,73,...,T, con probabilidad p(x1),p(12),...,p(tn) 


= H(X) = E[Sorpresa de enterarnos del resultado de X] 
= H(X)=- >) p(x;) log) p(x;) 
= También se puede interpretar como la incertidumbre que contiene X 


= También como la esperanza de la información que se adquiere al observar 
aX 


= Para la pareja (X, Y), con posibles valores (x;,yj) que pueden ocurrir 
con probabilidad Pr(X = x;, Y = y¿) = p(xi, ys), la entropía conjunta es 


H(X,Y) =-—) ) plz, ys) log p(2, y;) 
E 


Teorema 8.6.1 (1). 1. Hí(pi,...,pn)> 0 
2. St para algún k, p+ =1, y p;=0 para j % k, entonces H =0 
E HAS En, 1.5118) 
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8.6.3. Entropía Condicional 


= La entropía condicional de X en el valor Y = y; es H(Xly;) = — >, p(xsy;) logo p(x;!: 
Es la incertidumbre que permanece en X una vez se observa Y = y; 


= También se puede interpretar como una variable aleatoria función del 
valor de Y 


= El valor esperado de tal variable aleatoria, el promedio de incertidumbre 
que permanece en X cuando se observa Y es 


H(XlY) = PE (Xlys) 

-EEn y;)p(2,/y;) log p(2:|y;) 

Ya ti, Y) log p(xily;) 
3 


Teorema 8.6.2 (2). 


H(X, Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(XIY) 


H(X) + H(Y|X) + 29 Li ) log p( 25) 2222 Li, Y; ) log p (y;[2;) 


e 2, y;) log p(x;) a 2, y;) log p(y¿|;) 


1] ) 
sd Es plz y;)llog p(x;) + log p(ysl25)] 
- H(XY) 


Teorema 8.6.3 (Balance de Información). 
H(X)- H(X[Y) = H(Y) - H(Y|X) 


Ley de conservación de la incertidumbre. La cantidad de información sobre X 
contenida en Y es igual a la cantidad de información sobre Y contenida en X. 
La interpretación se justifica porque H(X) es la incertidumbre contenida en 
X, H(X|Y) es la incertidumbre sobre X que queda luego de observar a Y. La 
diferencia es por tanto la información sobre X contenida en Y. 


310 CAPÍTULO 8. TEORÍA ERGÓDICA 


Lema 8.6.4. Sip, =» q =1, con p; > 0 y q; > 0, parai=1,2,... 
— pi log p; < — Y - pi log q 
i i 


con igualdad si y sólo si p; = q; para todo 1 

Teorema 8.6.5 (4). Si X y Y son independientes entonces 
H(X,Y) = H(X)+H(Y) 
H(X(Y) = H(X) 
AAA => A 


Teorema 8.6.6 (5). 
H(X[Y) < H(X) 


Con igualdad si y sólo si X y Y son independientes 


H(X)+H(Y) = - 2) log p(xi) — 2 plus) log (ys) 
= - 2 ys)llog p(x;) : log p(y;)] 
= - 2 y;)loglp(xi)p(ys)) 
a A log p(x;, yy) = H(X, Y) 
5 


= La última desigualdad viene de aplicar el lema, teniendo en cuenta que 
Di ¡P(Li, Ys) =L 


La igualdad sólo se da cuando p(x;, y;) = p(x;)p(y;). Es decir en caso de 
independencia. 


La desigualdad implica el teorema en vista del Teorema 2 


= Este es un resultado fundamental en teoría de la información: la cantidad 


de incertidumbre en una variable X disminuye si se observa otra variable 
y 


= Note que la desigualdad justifica la interpretación que se hizo en el ba- 
lance de información, pues se requiere que ésta sea positiva 
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8.6.4. Información Mutua 


Definición 8.6.1. En vista del Teorema 3 es natural definir la la Información 
Mutua como 


NX, Y) = H(X)- H(X|Y) 


] 
A 
=> 
| 
a 
MOS 
ES 


= H(X)+H(Y) - H(X,Y) 
= H(X,Y)- H(XIY) - H(YIX) 
a Ti, Yi) 10 PT a 
e 22 cn py) 


8.6.5. Función de Información Mutua 


Definición 8.6.2. De manera semejante a la covarianza es natural definir la 
la Función de Información Mutua de un proceso estocástico X¿ como 


¿(t1,t2) = 1[X4, , X22] 


Claramente ¿(t1,t2) es simétrica en sus argumentos, si el proceso es estacionario 
es función únicamente de [ti — ta]. Además, a diferencia de la covarianza, 1 
incluye la dependencia no-lineal entre X,, y X;,. 


Teorema 8.6.7. Un proceso estacionario mezcla si y sólo si (T) +0 cuando 
T=>00 
8.6.6. Distancia 


Definición 8.6.3 (Distancias entre variables aleatorias). Las siguientes son 
distancias entre variables aleatorias que complementan la distancia media cuadráti- 


AX,Y) = H(X,Y)-1(X, Y) 
D(X;Y) = q <1 
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8.6.7. Coeficiente de Correlación 
Si y sólo si una distancia (norma) cumple la ley del paralelogramo 
[X+YP+ 1 X Y 1? =2(1X 1? + 14 115 


es posible definir un producto interno que juega el papel generalizado del coe- 
ficiente de correlación mediante la identidad de polarización 


(X, Y) = F/X + Y 1? [1X — Y IP) 
Lo clásico en el espacio de variables aleatorias con media cero es 
|[X]P =E[X7], d(X, Y) =|1X — Y l|, (X, Y) = E[XY] 


Lo cual permite cuantificar la relación lineal entre variables. ¿Es posible gene- 
ralizar para medir la relación, sin restricción a la lineal? 


Ejemplos Simples con Dinámica 
Compleja 


9.1. Contracciones 


Muy Simple Para una contracción todos los puntos convergen asintóticamente 
a un único punto fijo estable 


Definición 9.1.1. Un mapa f : X > X se denomina una contracción si existe 
A< 1 tal que para todo 1,y € X 


d(f(u), Hy)) € Mz, y) 
Claramente f es continuo y 


d(f"(2), f"(y)) < Wdlz, y) > 0 cuando n > 00 


9.1.1. Teorema de la Contracción 


Teorema 9.1.1 (Contracción). Sea X un espacio métrico completo. Las ite- 
raciones de una contracción f: X > X convergen exponencialmente rápido a 
un único punto fijo, p = f(p), independiente de la condición inicial 


Aunque la dinámica que induce una contracción es muy simple, tiene aplica- 
ciones en el estudio de sistemas más complicados, por ejemplo para mapas 
periódicos. Además, cambios pequeños del mapa mismo no cambian mucho el 
punto fijo. 
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9.2. Mapas Crecientes 


9.2.1. Mapas Crecientes 


Simple Todos los puntos convergen asintóticamente a un punto fijo, pero puede 
haber multiples puntos fijos y el comportamiento de las perturbaciones a los 
mapas no es estable 


Teorema 9.2.1. Sea I[ CR un intervalo cerrado y f : I + I un mapa conti- 
nuo no-decreciente. Entonces bajo las iteraciones de f todos los puntos x € I 
son asintóticos a un punto fijo de f. Si f es creciente, y por tanto invertible, 
entonces todo x € l es o fijo, o positiva y negativamente asintótico a puntos 
fijos adyacentes 


9.2.2. Dinámica de un mapa creciente 


Si f(x) < x movimiento a la izquierda, y a la derecha si f(x) > x 


13 


0.9 ] 
os 1 
07] 
0.6 
0.5 | 


0.4 7 


9.2.3. Demostración 


= Hay puntos fijos: g(x) = f(x) — x es continua, como g(a) > 0 y g(b) <0 
por el teorema del valor medio, 3x € [, g(x) =0. 


= El conjunto de puntos fijos de f, Fix(f), es cerrado, por lo tanto el 
complemento es abierto y puede escribirse como una unión de intervalos 
abiertos disjuntos. 
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A A 


= Sea (a, 8) uno de estos intervalos. entonces o a, PB € Fix(f), o uno de 
los dos es un punto extremo de 7. Como f es no-decreciente f((a, B)) E 
(a, B), por lo tanto g no cambia signo en este intervalo. 


"Si f(1) > 2, g(1) > 0 para x € (a, B) (el otro caso es similar), entonces 
Ln = f”(x) es una sucesión no-decreciente y acotada por B, por tanto 
convergente digamos a algún zp € (a,6]. Pero fíxo) = flímxn.) = 
lím f(x,) = lím tn +1 = to, es decir 6 = xq € Fix(f). En el otro caso la 
convergencia sería a Q. 


= Si f es invertible, el signo de f7*(1)—x es el contrario de g(x) y se tiene 
la última parte del teorema. 


9.2.4. Perturbaciones 
9.3. Mapas Lineales 


9.3.1. Mapas Lineales 


En la mayoría de los casos Simple Los sistemas lineales hiperbólicos tienen 
comportamiento simple. El espacio se descompone en la suma directa de un 
subespacio contractivo y uno expansivo. En el primero el mapa es una contrac- 
ción, en el segundo las órbitas van a oo. Si el mapa hiperbólico es reversible, 
los papeles se invierten al invertir el tiempo. Los mapas hiperbólicos son la ma- 
yoría. Para los no hiperbólicos la descomposición incluye además el subespacio 
central, en el cual es necesario analizar las rotaciones 


9.3.2. Contracciones Lineales 


Teorema 9.3.1. Asuma que todos los autovalores de un mapa lineal A tienen 
valor absoluto menor que uno, entonces existe una norma en R” tal que A es 
una contracción con respecto a la distancia generada por tal norma 
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Teorema 9.3.2. Si todos los autovalores de un mapa lineal A : R” —> R” 
tienen valor absoluto menor que uno, entonces los iterados positivos de cual- 
quier punto convergen exponencialmente rápido al origen. Además, si A tiene 
inversa, es decir si cero no es uno de sus autovalores, entonces los iterados 
negativos de cualquier punto convergen exponencialmente rápido a infinito 


9.3.3. Descomposición en Subespacios 


Definición 9.3.1 (Subespacio Raíz Real). Para todo mapa lineal A : R” —> R” 
y todo autovalor real A de A, se denomina el subespacio raíz correspondiente 
a Á al subespacio 


Er=fvER” | (4-AD*v = O para algún k) 


Definición 9.3.2 (Subespacio Raíz Complejo). Para todo mapa lineal A : 
IR” —>R” y todo par de autovalores complejos conjugados A y A el subespacio 
raíz correspondiente E, x es la intersección de IR” con la suma de los espacios 
raíces Ex y E; de la complejificación de A 


E =E(4)=BhHo90D La 


lAJ<1 lA]<1 
EF=EHA)= BHO OD Es 
lAJ>1 lAJ>1 


E=E(4)=E06E109 0D E, 
JAJ=1 
Si A es invertible E+*(4) = E (47!). Los espacios E +, E7, E% son invariantes 
con respecto a A. 
R"=E*9E 0 E? 


9.3.4. Mapas Hiperbólicos 


Definición 9.3.3. Un mapa lineal A : R” > RR” es hiperbólico si todos sus 
autovalores tienen valor absoluto diferente a uno, de manera equivalente E% = 
[0) o también ¡R” = E* Q E7 


Teorema 9.3.3. Existe una norma tal que la restricción de un mapa lineal 
A, al subespacio E” (A), es una contracción. Además, si A es invertible la 
restricción de A7* al subespacio E+(A) es una contracción 
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9.3.5. Subespacio Contractivo y Expansivo 


Definición 9.3.4. El subespacio E” (4) es llamado el subespacio contractivo. 
El subespacio E+(A) se llama el subespacio expansivo 


= La caracterización del subespacio expansivo no es porque los vectores en 
tal subespacio se expandan ante iteraciones del mapa, sino porque las 
imágenes inversas se contraen 


= Todos los vectores por fuera del subespacio contractivo se expanden con 
un número suficientemente grande de iteraciones del mapa 


9.3.6. Comportamiento Asintótico 


Teorema 9.3.4. Sea A: R” —>]R” un mapa lineal hiperbólico, entonces 


1. Para todo v € E”, los iterados positivos A"v convergen al origen con 
velocidad exponencial cuando n —> 00. Si A es invertible, los iterados 
negativos Av convergen a infinito con velocidad exponencial cuando n > 
—00. 


2. Para todo v € EF, los iterados positivos A"v convergen a infinito con 
velocidad exponencial cuando n —> 00. Si A es invertible, los iterados 
negativos A"v convergen al origen con velocidad exponencial cuando n > 
—00. 


3. Para todo v € RX (E UE?), los iterados positivos A”v convergen a 
infinito con velocidad exponencial cuando n —> 00. Si A es invertible, 
también cuando n > —00. 


9.3.7. Mapas Lineales No Hiperbólicos 


= Para describir el comportamiento asintótico hay que comprender qué pasa 
en E%, que se descompone en E, E_¡ y en Eq, para A] =1, A 341 


= Al interior de cada uno hay un subespacio invariante, digamos Ej, E_; 
y Ex 


= El comportamiento en los dos primeros es bastante trivial. En Ej los 
puntos son fijos. En E_¡ 1 (0) los puntos tienen período dos 
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= En ENS la situación es más interesante. Como A no es real se puede 
escribir A = e27"*, En estos casos A tiene un plano invariante en el 
cual, en un sistema adecuado de coordenadas, el mapa actúa como una 
rotación con ángulo (p al rededor del origen. Aquí aparece por primera 
vez comportamiento no trivial. 


9.4. Rotaciones del Círculo 


Primera aparición de recurrencia no trivial Si el ángulo de rotación no 
es un racional, la órbita de un punto inicial cualquiera retorna arbitrariamente 
cerca, sin retornar exactamente 


= Ra: S! > S! denota mediante multiplicación en el círculo unitario 
complejo, S*, la rotación por un ángulo 270 
Raz = 202, con 2 =e "0 
= De manera equivalente, en notación aditiva se puede identificar 9? = R/N 


Ye 
Raz =2+0(mód 1) 


Definición 9.4.1 (Topológicamente Transitivo). Un sistema dinámico topológi- 
co f : X > X se denomina transitivo si existe un punto x cuya órbita 
[f"(2)hnez es densa en X. 


Definición 9.4.2 (Minimal). Un sistema dinámico topológico f: X > X se 
denomina minimal si la órbita de todo punto x € X es densa en X. Equiva- 
lentemente, si f no tiene conjuntos propios invariantes cerrados 


Teorema 9.4.1. Si a es un número irracional, entonces la rotación Ro es 
minimal. 


Demostración. Por reducción al absurdo suponga que existe un subconjunto 
invariante cerrado A. Luego su complemento S* A A es abierto, no vacío y 
compuesto por intervalos disjuntos. Sea 7 el más largo de ellos (o uno de ellos 
si hay varios de igual longitud). Como las rotaciones preservan longitud, los 
iterados R”(I) no se traslapan. En caso contrario S! | A tendría un intervalo 
más largo que /. Como a es irracional, ninguno de los iterados de / puede 
coincidir. En caso contrario un punto extremo de /, digamos zx, retornaría a si 
mismo y tendríamos x + ka = x (mód 1), con ka = £ un entero y a =L/k un 
racional. Por tanto los intervalos RY(1) son todos de igual longitud y disjuntos, 
lo que es imposible porque la suma de sus longitudes no puede ser mayor que 
la del círculo 
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9.4.1. Ergodicidad en Rotaciones del Círculo 


Frecuencia de Visitas Sea A C S! un arco fijo, para x € S!,n € N, el 
número de visitas a A por el proceso 1, = R%x hasta la época n es 


Fa(=,n) =card[k e Z|0<k<mn, Rx e A) 


Si a no es racional, Fa(x,n) > 00 cuando n > 00. La frecuencia relativa de 


visitas a Á es 
Fx (e n) 
n 


Fale: a)= 


Teorema 9.4.2 (Distribución Uniforme). Sea (A) la longitud del arco A. Si 
a no es racional, para cualquier x € S! 


lim fa(e,n) =7(A) =u(A). 
Resultado que se puede extender a todos los subconjuntos de Borel de S* 


Distribución Uniforme en términos de Funciones características Para 
un subconjunto de Borel A C S?, sea su función característica 


e l sizecaA, 
E == 
A 0 sicg A. 


Entonces el anterior teorema para la frecuencia relativa de visitas se puede 
escribir como 


n—-1 
$ k == == 
Jn a) A) = [ xaldaz 


9.4.2. Teorema Ergódico 


Teorema 9.4.3 (Birkhoff). Si a es irracional y p una función integrable según 
Riemann, entonces uniformemente en x 


n—-1 
¡IA 
Jn Am aaa 


Demostración. Gradualmente se extiende el resultado para funciones carac- 
terísticas a combinaciones lineales de éstas, y a límites uniformes de éstas. Se 
puede mostrar que cualquier función continua es límite uniforme de funciones 
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características y luego se extiende a las integrables. La condición de integrabi- 
lidad es esencial. 


En lo anterior juega un papel importante el operador de Birkoff 


n—1 


Bnlo)te)=2 Y p(Bta) 


n 
k=0 


que tiene las siguientes propiedades 
1. Linealidad: B, (ap, + bp2) = aBn(p1) + dB (pa) 


2. No Negativo: Si p > O entonces B,((p) > 0. También con la desigualdad 
estricta 


3. No Expansivo: sup+es1 Bnlp) (1) < SUPres1 p(1) 


4. Preserva Promedios: f B(p)(x)dx = f p(x)dx 


Tabla 9.1: Primer dígito en las potencias de 2: ¿La secuencia 2, 4,8, 1,3, 6, 1,2, 
5, 1 se repite periódicamente? Entre 2! y 2% las frecuencias de los 9 diferentes 
dígitos como primer dígito son respectivamente 15, 10,5,5,5,4,1,5,0. El 7 
aparece por primera vez en 2%, y el 9 sólo aparecerá en 2%, ¿Aparecen todos 
un número infinito de veces? ¿Con alguna regularidad?. Ejemplo tomado de 
Hasselblatt and Katok [2003; p. 111] 


2 2048 2097152 2147483648 2199023255552 

4 4096 4194304 4294967296 4398046511104 

8 8192 8383608 8589934592 8796093022208 

16 16384 16777216 17179869184 17592186044416 
32 32768 33994432 34359738368 35184372088832 
64 65536 67108864 68719476736 70368744177664 
128 131072 134217728 137438953472  140737488355328 
256 262144 268435456 274877906944  281474976710656 
512 524288 536870912 549755813888  562949953421312 
1024 1048576 1073741824 1099511627776  1125899906842620 
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9.4.3. Aplicación 


Teorema 9.4.4. Sea k un número natural que no es potencia de 10, yp € N. 
Entonces existe un número natural n € N, tal que los primeros dígitos de la 
expansión decimal de k” son iguales a p. 


Demostración. Por ejemplo si k = 2, p = 81, un posible n es 13 porque 21% = 
8192, otros posibles son 106 y 302. Sea m = |logp| + 1 el número de cifras 
decimales de p. Para que los primeros dígitos de k” sean iguales a p se requiere 
que 

log(p) — (m — 1) < [nlog kj < log(p +1) — (m— 1), 


donde ([-) denota la parte fraccionaria. Note que los términos son respectiva- 
mente las mantisas de los logaritmos de p, k” y p+1. 


Ahora log k no es racional. Por reducción al absurdo suponga que log k = s/t, 
entonces 2%5* = 10% = k? = 25% usando factores primos. Esto implica u = v 
y k = 10% que es una contradicción. Es decir, la sucesión ((nlogk))22, es 
densa en S*, y por tanto tiene infinitos puntos en el intervalo señalado. 


Teorema 9.4.5. Sea k un número natural que no es potencia de 10, p EN y 
Fr (n) el número de enteros 7 entre 0 yn—1 tal que los primeros dígitos de k? 
son iguales a p. Entonces, independiente de k 


Fr (nm) 


lím 


nN—>00 


= log(p + 1) — log p 
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Figura 9.1: Distribución del primer dígito de 2” 


9.5. Traslaciones en el Toro 
Recurrencia no trivial Todas las órbitas recurrentes se comportan igual 


a Ty(21,...,Un) = (11 + Y1,---, Un + Ym)(mód 1) denota la traslación en 
el toro unitario expresada en forma aditiva. 


Teorema 9.5.1. La traslación T,, es minimal si y sólo si los números 1,Y1,-..,Yn 
son racionalmente independientes. Es decir si kiy1 +... + kpyn no es un en- 
tero para cualquier conjunto de enteros k;,...,ky, excepto para el caso trivial 
ki=k2=...= kn =0. 


Teorema 9.5.2. Sea f : X > X un mapa continuo de un espacio métrico 
separable localmente compacto. El mapa f es topológicamente transitivo si y 
sólo si para cualquier par de conjuntos abiertos U,V C X existe un entero N 
tal que [N(U)NV es no vacío 


Teorema 9.5.3. Un mapa continuo y abierto f : X > X de un espacio 
métrico separable localmente compacto es topológicamente transitivo si y sólo 
sino existen dos conjuntos abiertos disjuntos que sean invariantes bajo f 


Definición 9.5.1 (Conjunto invariante). Un conjunto W C X es invariante 
bajo f, si x € W implica que f”(x) € W para todo n € N 


Definición 9.5.2 (Función invariante). Una función real p : X —>R es inva- 
riante bajo f si p(f(x)) = p(x), para todo x € X 


9.6. FLUJOS LINEALES EN EL TORO, SISTEMAS COMPLETAMENTE INTEGRA BL, 


Teorema 9.5.4. 5% f : X > X es topológicamente transitivo entonces no 
existe función invariante bajo f, excepto las constantes. 


9.6. Flujos Lineales en el Toro,Sistemas Completa- 
mente integrables 
Recurrencia no trivial Todas las órbitas recurrentes se comportan igual 
== Ge = 0 
= Tó(x1,22) = (21 + wit, 22 + wat)(mód 1) 


= Se puede generalizar para cualquier número de dimensiones 


Teorema 9.6.1. El flujo T! es minimal si y sólo si los números WW1,...,Wn 
son racionalmente independientes. 


9.6.1. Sistemas Completamente integrables 


= Condiciones se semejantes se encuentran en sistema lineales de ecuaciones 
diferenciales 


= En los sistemas Hamiltonianos completamente integrables aparece una 
descomposición 


Recurrencia no trivial Diferentes órbitas se pueden comportar diferente, hay 
órbitas recurrentes, pero el espacio de fase se descompone en toros invariantes 
y todas las órbitas en un mismo toro tiene la misma estructura 
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dl 


Figura 9.2: Flujo lineal en el toro 


9.7. Flujos Gradiente 


Recurrencia simple Todas las órbitas van a puntos fijos del flujo, es decir 
los puntos críticos de F' 


= Dado un campo escalar F' definido sobre una variedad compacta M es 
posible definir un campo vectorial en todo punto z € M, que no sea un 
punto crítico, cuya dirección es la de máximo crecimiento (algunas veces 
se usa decrecimiento o se trabaja con —/") 


] v=x=VF(x) 


Definición 9.7.1 (Punto w). Un punto y € X se denomina punto w (de manera 
correspondiente un punto a.) de un punto 1 € X si existe una secuencia de 
instantes del tiempo que va a +00 (respectivamente a —00), tal que las imágenes 
de x convergen a y. El conjunto de todos los puntos w (respectivamente puntos 
a) de x se denota por wp(1) (respectivamente ap (1)) 


Teorema 9.7.1. Los conjuntos wWp(x) y ap(1) consisten de puntos críticos de 
F, esto es, de puntos fijos del flujo gradiente 


Teorema 9.7.2. Para todo x € M y cualquier F el conjunto wp(x) es o un 
único punto aislado, o un conjunto infinito 
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Figura 9.3: Flujo gradiente en el toro 


Teorema 9.7.3. Si la función F' tiene únicamente puntos críticos aislados, 
entonces toda órbita del flujo gradiente de F' converge a un punto crítico de F 
cuando t > 00 


9.8. Mapas Expansivos 


Complejidad La combinación de recurrencia no trivial simultáneamente con 
diferente comportamiento asintótico produce una estructura de las órbitas mu- 
cho más complicada. Los diferentes comportamientos de las órbitas como perio- 
dicidad, densidad o fractalidad no pueden separarse. Esto produce sensibilidad 
a las condiciones iniciales y separación exponencial de trayectorias 


= En notación de producto E2(z) = 2?, |z] =1 

= Note que EF (2) = 22", |z| =1 

= En notación aditiva Es(1) =2x (mód 1) 

= Generalizando para un entero |[m| > 1, E, (1) = mu (mód 1) 
Definición 9.8.1. Para un mapa f : X > X, sea P,(f) el número de puntos 


periódicos de f con período n. Es decir el número de puntos fijos de f”. No 
necesariamente n es el mínimo período 
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Figura 9.4: Mapa Expansivo 


Teorema 9.8.1. P,(E2) = 2” — 1, y los puntos periódicos de Ez son densos 
en S*. La densidad se extiende a Em, con Pa(Em) = |m" — 1] 


. Si EN(z) = 22 = z entonces 22 = 1. Por lo tanto toda raíz de orden 
2” — 1 de 1 es un punto periódico de E con período n 


Teorema 9.8.2. Existe un punto x € S! tal que en notación aditiva wp(x), 
el conjunto límite del mapa expansivo F'= Ez, es el conjunto de Cantor 


La combinación de recurrencia no trivial simultáneamente con diferente com- 
portamiento asintótico produce una estructura de las órbitas mucho más com- 
plicada. Los diferentes comportamientos de las órbitas como periodicidad, den- 
sidad o fractalidad no pueden separarse. Esto produce sensibilidad a las con- 
diciones iniciales y separación exponencial de trayectorias 


9.8.1. Mapa Cuadrático 


El mapa £ : R >R, fr(x) = Azx(1 — 2) con el parámetro 0 < A < 4 fue 
estudiado en un capítulo anterior. Es fácil ver que P,(f1) < 2” porque el n- 
ésimo iterado es un polinomio de grado 2” y por tanto la ecuación (f£)"(x) = x 
tiene cuando más 2” soluciones reales. Para valores A > 4 se tiene el siguiente 
resultado 


Teorema 9.8.3. Pa(f1) =2", y los puntos periódicos son densos 
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Figura 9.5: Mapa del gato 


9.9. Automorfismos Hiperbólicos en el Toro 


Mezcla Es un caso invertible del ejemplo anterior. También es semejante a la 
traslación en el toro en la medida que ambos son topológicamente transitivos, 
pero en este caso las órbitas densas coexisten con conjuntos densos de órbitas 
periódicas, cada una de las cuales no es densa. Los automorfismos tiene la 
propiedad de mezcla topológica. La mezcla se refiere a una versión más fuerte 
de la regularidad en la recurrencia con respecto al tiempo. Mientras que las 
traslaciones en el toro no mezclan. La propiedad de mezcla también implica 
sensibilidad a condiciones iniciales y separación exponencial de trayectorias. 


9.9.1. Mapa del gato 


El siguiente ejemplo es un difeomorfismo en el toro, primero estudiado por 
Anosov y lo hizo famoso Arnold con la imagen de un gato en lugar de la foto 
de Poincaré que usamos en las Figuras 9.6 y 9.7. 


Fi(=,y) = (22 +4, 0 +y)( méd 1) = E 4 ) (5) Guóa 1) 


Teorema 9.9.1. Los puntos periódicos de F, son densos y Pa(FL) = Mi + 
A" —2, donde Ay =(3+/5)/2 y da =A]* = (3— y5)/2 


Demostración. Los puntos con coordenadas racionales son periódicos: Sean 
x,y € Q, tomando común denominador se puede escribir z = s/q, y = t/q, 
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Figura 9.7: Órbitas Caóticas del mapa del gato, T = 6 x 10%15652 
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con s,t,q € Z. Ahora Fi(x,y) = ((2s +t)/q, (s +t)/q) que es un punto con 
coordenadas racionales y también con denominador q. Pero sólo hay q? puntos 
diferentes en el toro con coordenadas racionales y denominador q, y todos los 
iterados Fr (s/q, t/q), n = 0,1,2,... pertenecen a ese conjunto finito, y por 
tanto tienen que repetirse. 


Luego Fr (s/q, t/q) = Fp'(s/q, t/q) para algún n, m. Como F' es invertible se 
tiene que Ef ""(s/q, t/q) = (s/q, t/q), lo que demuestra la periodicidad. 

Los puntos con coordenadas racionales son los únicos periódicos: Si FP (x, y) = 
(x, y), se tiene 220+ y =t+kyzui+y=y+l para k,l € Z. este sistema de 
ecuaciones en z,y se puede resolver porque 1 no es un autovalor. La solución 
resulta en dos fracciones con numeradores y denominadores enteros 


El cálculo de P,, (FL) es elaborado 


9.10. Transitividad y Caos 


Definición 9.10.1 (Caos). Un mapa continuo f : X —> X es caótico si es 
topológicamente transitivo y sus puntos periódicos son densos 


Aunque la definición no es la universalmente aceptada se mostrará que es equi- 
valente. También es importante resaltar que una sola de las dos característica 
no da mucha complejidad. 


Teorema 9.10.1 (Criterio de Transitividad Topológica). Sea X un espacio 
métrico completo, sin puntos aislados y separable (tiene un subespacio contable 
denso). Si f : X > X es un mapa continuo, entonces las siguientes cuatro 
condiciones son equivalentes 


1. f es topológicamente transitivo, es decir tiene una órbita densa 
2. f tiene una semiórbita positiva densa 


3. S:04U,V C X son abiertos entonces existe un n € Z tal que f(U)N 
VAH0 


4. SiN AU,V C X son abiertos entonces existe un n E N tal que f(U)N 
VA0 


Corolario 9.10.2. Un Mapa continuo y abierto f : X —> X de un espacio 
métrico completo, sin puntos aislados y separable, es topológicamente transitivo 
si y sólo si no tiene dos conjuntos abiertos no vacíos invariantes bajo f 
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9.11. Mezcla Topológica 


Definición 9.11.1 (Mezcla). Un mapa continuo f: X + X mezcla topológi- 
camente si para todo par de conjuntos abiertos no vacíos U, V C X existe un 
N EN tal que F"(U) NV 4 ( para todo n> N 


Por el teorema anterior, todo mapa que mezcla es transitivo. El recíproco no es 
cierto como se ve de los ejemplos de la rotación en el círculo o de la traslación 
en el toro. 


Teorema 9.11.1. Vo hay mapas isométricos que mezclen 


Teorema 9.11.2. Los mapas expansivos de S* mezclan y por tanto son caóti- 
cos 


Teorema 9.11.3. El mapa F, mezcla y por tanto es caótico 


9.12. Dependencia Sensible 


Definición 9.12.1 (Dependencia Sensible a Condiciones Iniciales). Un mapa 
f: X > X de un espacio métrico se dice que tiene Dependencia Sensible a 
Condiciones Iniciales si existe una constante A, llamada constante de sensibi- 
lidad, tal que para todo r € X y Ó > 0 existe un punto z y un N EN tal que 
d(x=,2) <5 y d(fU(x), FN(2)) > A. En la definición A es independiente de x 
y de ó. 


Teorema 9.12.1. Los mapas caóticos tiene dependencia sensible a las con- 
diciones iniciales, a menos que todo el espacio de fase sea una única órbita 
periódica 

Hay mapas con dependencia sensible que no son caóticos. El ejemplo típico es 
la torsión (twist) lineal: T : S* x [0,1] => S* x [0,1], definido por T(x,y) = 
(1+y, y), donde 1+y se define módulo 1. En este ejemplo, puntos muy cercanos 
en la vertical se separan considerablemente al cabo de suficientes iteraciones 


Teorema 9.12.2. Los mapas que mezclan tienen dependencia sensible a con- 
diciones iniciales (en espacios con más de dos puntos) 


9.12.1. Contraste con continuidad a las condiciones iniciales 


Si f es continua, también lo es f”, para cualquier n. Luego, según la definición 
clásica de continuidad de f” en zx, se tiene que para todo e > 0 existe un ó > 0, 
tal que lx — z| < 0 implica que | f(x) — F(z)| < e. 
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A pesar de la primera impresión es importante comprender que no hay contra- 
dicción. 

f es sensible a condiciones iniciales si existe una constante A tal que para 
todo x € X y 9 > 0 existe un punto z y un N E N tal que d(x,z) < ó y 
AFAGRENA A. 

Negación de continuidad f no es continua en zx, si existe un e > O tal que 
para todo Ú > 0 se tiene |x— 2] <ó y |f(x) — f(2)| > e. 


Figura 9.8: Mapa de torsión lineal 
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9.13. Sistemas Dinámicos Simbólicos 


Variedad Los sistemas simbólicos son fuente de ejemplos y contraejemplos 
para los sistemas dinámicos y la teoría ergódica y son más fáciles de comprender 
pues condensan la esencia de los demás sistemas dinámicos 


Codificación Una manera útil de estudiar los sistemas dinámicos es mediante 
codificación. Los puntos del espacio de fase se siguen sólo aproximadamente. 
Se divide el espacio de fase en un número finito de partes y se siguen las órbitas 
sólo mediante la especificación de cuál de las partes es ocupada. Cada parte se 
identifica con un símbolo. 


9.13.1. Transitividad vía Codificación 


Intervalos binarios Para estudiar el mapa expansivo £,,, es útil usar el 
sistema de numeración de base m. El efecto del mapa es correr los dígitos a 
la izquierda y descartar la cifra de los enteros. Para el caso binario, sea Af = 
[227 (£+41)2];pararn=1,2.. Y k=0,1L,+:.2*—1.Be4:.2:=:0, TotiWa.:: 
su representación binaria. Entonces 2x = 1p,11%2...=0,11%2...(mód 1) 
Transitividad de Ez La idea es exhibir un x € [0,1] cuya órbita es densa. 
Considere un entero 0 < k < 2” — 1 y sea kok;...k,-1 su representación 
binaria, eventualmente con ceros a la izquierda. Claramente x € Af si y sólo 
si 1¡ = k; para todo ¿=0,1,...n—1. 

Se colocan la representación binaria de los números del O al 2” — 1 en fila 
y en orden para conformar una secuencia finita que denominamos wn. Lue- 
go, se colocan las secuencias w, para todo n € N, en orden, para conformar 
una secuencia infinita w. El x cuya órbita se exhibe como densa en [0,1] tiene 
representación binaria x = 0,w. El efecto de aplicar ES a x es correr la repre- 
sentación binaria a la izquierda respecto a la coma n posiciones y descartar los 
dígitos que quedan a la izquierda. Efectivamente, de esta construcción es claro 
que intercepta cualquier intervalo binario A% 


9.13.2. Asintótica exótica 


Teorema 9.13.1 (Ez y Conjunto de Cantor). Existe un punto x € S! tal que 
la clausura de su órbita generada por Ez coincide con el conjunto de Cantor 
estándar K. En particular, K es invariante con respecto a E3 y contiene una 
órbita densa 


Demostración. K es el conjunto de los reales en [0,1] cuya representación en 
base 3 no tiene sino 0's y 2's. E3 actúa como un desplazamiento de los dígitos a 
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Figura 9.9: Mapa de Smale 


la izquierda. Claramente K es invariante bajo E3. Dado un punto en x € K con 
representación x = 0,1p1112... en base 3, se le asigna un punto h(x) € [0, 1] 
con representación binaria 
= Ty Ti TA 

Es decir se reemplazan los 2's con 1's. Este mapa es continuo, no decreciente 
y uno a uno, si se adopta la convención para las posibles repeticiones de la 
representación de los racionales. Además, ho Ez = Ez0h. Si se toma un punto 
x cuya órbita bajo Es es densa, entonces la órbita de h7! es densa bajo Ex 


Teorema 9.13.2 (Puntos no Recurrentes). Existe un punto x € Sl tal que 
para alguna vecindad VW de x bajo Ea todos los iterados de x evitan a V. De 
hecho hay un conjunto denso de puntos no recurrentes para el mapa E) 
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Figura 9.10: Mapa de la Herradura 


Figura 9.11: Mapa del Clip 
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